EQuAZIONT DIFFERENZIALL

Lintegrale generale dell’equazione differenziate data & pertanto:
]
2

RO o -+ ('3(’21 - (’X sen v

Come risulta dall'esempio considerato il metodo della variazione delle costanti arbi-
trarie, che ha come scopo il caleolo dellintegrale particolare deli'equazione differenziale li-
neare non omogenea. ¢ alquanto laborioso anche se la formula {4.6.7] ¢ di facile applica-
zionc. Conviene pertanio ricorrere a tale metodo o quando & esplicitamente richiesto o
gquando non se ne pud {are a meno.

4.7.- Metodo pratico

[Mustriamo con un esempio un metodo pit pratico di quello visto nel §4.6 per il cal-
colo di un integrale particolare dell'equazione lineare completa a coefficienti costanti:

aor'™ + anU L+ an v+ any = b(x) [4.7.1}
omogenea associata; a'™ Fa" N b L g Fanr =0 [4.7.2]
equazione caratteristica: agp” + ap” ' + 4 @ep + @ =0 [(4.7.3]

Tale metodo piu pratico ¢ suggerito dalla forma di A(x) nella [4.7.1]. Se per esempio
h(x) fosse deila forma Ax™, si sarebbe portati a pensare ad un integrale particolare della
[4.7.1] del tipo v(x) = box™ + hix™ ' + .. + b, cioé ad un polinomio di grado m; se H(x)
fosse ad esempio quello dell’'esempio 142:

b{x) = ¢"sen x
st sarchbe portati a pensare ad un integrale particolare dell’'equazione

¥ =2y =¢'senx [4.7.4]
del tipo
wx) = e'(Asenx + Bcosx) [4.7.5]

con 4 e Bcostanti da determinare. In questo caso come ci si dovrebbe comportare? Suppo-
niamo vera la [4.7.5]; allora per determinare 4 ¢ B in modo che essa soddisfi la [4.7.4],
calcoliamo

I v(x) = e"(Asenx + Bcosx)+ e {(Acosx — Bsenx)
2) vi(x) = .. = 2¢"(Acosx— Bsenx)
con la sostituzione la {4.7.4] diventa:
2¢’{Acosx — Bsenx)— 2¢"(Asenx + Bcosx) — 2e"(4cosx — Bsenx) = e“sen x
2¢'(— Asenx — Bcosx) = e'senx

e (—2A4senx — 2Bcosx) = ¢"senx

L'uguaglianza & identicamente verificata per 4 = — 5 B = 0. Pertanto, sostituendo le
costanti trovate nella [4.7.5] si ottiene l'integrale particolare della [4.7.4];
v(x) = — ‘2—€Jr sen x

che ¢ identico a quello trovato con il metodo della variazione delle costanti arbitrarie.
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Come si pud notare il metodo & dj §
nel senso che esso ¢ applicabile solo ne
sulla forma di v(x). La seguente tabella

che sia la A(x).

EQuAZIONI DIFFEREN ZIALI

acile applicazione, peré non & un metodo generale,
t casi in cui la funzione b(x) pud dare indicazioni
puo essere un valido ajuto per fa ricerca di v(x) nota

{
{

(!} m = ordine di molteplicita di Bi
(*Y m = ordine di molteplicita di o
(Y m = ordine ¢i molteplicita di o + Bi
Y m = ordine di molteplicitd di 8
*} ) e Kxdysono polinomi di grado g <

!

|

scon coefficienti da determinare.

TAB. 4-1
h(x) v(x} ANNOTAZIONT (1)
f - o qd=s5s+r
! ho + b+ 4 })5 k¥t b 7 4y k‘?“"r + k? r = ordine minimo di derivazio-
ne nella [4.7.2]
a kisen Bx ++ k;cos By se Bj non soddisfa la [4.7.3]
2 hsen Bx
b "k sen Bx + k; cos Bx} se fj soddisfa la [4.7.3](2)
3 h cos x VEDI CASO 2
4 fisen fix + hycos Bx VEDI CASO 2
a ke s¢ a non soddisfa la (4.7.3)
s he”*
b kx™e™ se a soddisfa la [4.7,3] ()
a e (kysen Bx + k; cos fx) se a + jfB non soddisfa la (4.7.3]
6 he sen B
b "™ (ki sen Bx + k, cos Ar) se o + fj soddisfa la [4.7.3] (4
7 he™ cos Ax VEDI CASO 6
8 e (hisen Bx + hycos JiR3] VEDI CASD 6
A X Tk ke se o non soddisfa la [4.7.3)
19 (hax’ + b’ + 4 hye™
bl ko’ F ko™ + L+ ke [se o soddisfa la [4.7.3] ()
a ki Sh gy + &k, Ch B se 8 non soddisfa la [4.7.3]
10 hShfBx
b X"k Sh B + &k, Ch Bx) se f soddisfa la [4.7.3] ¢5) ]
11 hChfx VEDL CASO |0 —{
12 b5 Shfx + hChBy VEDI CAS0 10
al [Plosenfx + (Xx)cos Bx]e®™ ise o + jB nonsoddisfa la [4.7.3
B3 (box” + b + .+ by)e™ sen gx
bix"[PxysenBx + Q(x)cos Bx]e™ |se o + Bj soddisfa la [4.7.31¢9 ()
4] (hox"+ b + .+ hde ™ cos Bx VEDI CAS0 13
IS | (box" 4+ .+ b)e" (sen Bx+cosBx)| veipicaso 3
("} k. kisono costanti da determinare.
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EQuAzZIONT DIFFERENZIALI

Si fa inoltre osservare che, se nella [4.7.1] si puo considerare b(x) come somma alge-
brica di funzioni elencate nella prima colonna della tabella, come integrale particolare si
pud considerare una funzione v{x) somma algebrica delle corrispondenti funzioni della se-
conda colonna della tabella. Ad esempio se fosse b(x) = x* + ¢ — Sh x, si considererebbe
ta funzione

Wx) = (kox’ + kix + ki) + kse™ ~ (ksSh x + ksChx)

come integrale particolare defla [4.7.1] con k), k3, k3, ks, ks costanti da determinare. Si ri-
cordi inoltre che l'integrale generale della [4.7.1] & dato dalla somma della funzione com-
plementare e dell'integrale particolare v(x):

V= -+ 232 + ...+ Cnla + V(X)

Esempi. Facendo uso della TAB. 4-1 calcolare un integrale particolare delle equazioni
differenziali seguenti:

143. 3" — 5y + 6y = —x* + |
144. " — 4y’ + 4y = ¢

145, " =y "=y +p=x+¢
146. y" = 2y + 2y = e"senx
143, 2 — Sy by =X+

b(x) ¢ deitipo lcons=2,r=0 — ¢g=2+0=2
L'integrale particolare é quindi del tipo:

v(x) = kox’ + kix + k;

le cut derivate sono:

vix) = 2kox + ki vi{x) = 2ko

Sostituendo nell'equazione differenziale data si ha:
ko = 5(2kox + ki) + 6(kox’ + kix + ko) =~ + 1
6kox® + (6ky — 10ko) x + 6ky + dko — Sky = —x" + 1

L'uguaghanza ¢ vera se:

’ I
k():“‘""""'"
6
ﬁkox—l 5
ki — 10ko =0 - {k1:—7—8~
6ks + dko — Sk, = 1 5
52 = o8
Pertanto é:
__brL, 5 3
W) == X = g Xt g

144, 1" — 4y + 4y =™

Si osservi che 'equazione ausiliaria dell’'omogenea associata
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Equazion: DiFFERENZIALI

PP=d4p+4=0 - (p-2"=9

ammette la soluzione p =2 con ordine dj molteplicitA m = 2: siamo quindi
nel caso 5b

W(x) = kx"e™ = kxlo™*

Vi(x) = 2kxe’™ + 2kxte™ = 2% (xe’ + o™

Vi(x) = 2k (¥ + 2xe™ + 2xe + 2x%e™) = 2ke™(1 + 4x + 2x%)
Sostituendo nell’equazione data:

2ke™ (1 + dx + 2x%) — 8k (xo?* + X6+ Ayl = o

2ke™(1 + dx + 2% — dx — 4x? 4+ 20y = oM Q= g k=—

Stcché lintegrale particolare &

i
vix) = _é_xzezx

45, "~ p"~ p + py= 2+ o~
L'equazione ausiliaria deil'omogenea associata é:
PP == D= - )= (- Y= 1) = (- D'+ 1) =0

Essa ammette quindi le radici: p = | (con ordine dj molteplicitd m = 2)ep = —| (ra-
dice semplice). Siamo quindi nei casi | e 5b. L'integrale particolare ha la forma:

WX) = (hox + kix + ky) + ksxte”

VI(x) = 2kox + ki + 2ksxe® + kyxlet

Vix) = 2ko + 2kse” + 2ksxe” + 2kyxe” + kyxle® = 2ko + 2kse* + dksxe® + kyxle®
V(X)) = 2kse” + dkse” + dhixe™ + 2esxe” + kix'e® = 6kse™ + Gkyxe® + kyxle”
Sostituendo nell'equazione data si perviene all’'uguaglianza:

kox™ + (ki = ko) x + ky — k, — 2ko + ko™ = x* + o*

verificata se

[ ko =
-
ki~ 2o =0 k’ _ i
ky— ki = 2ko =0 | 2‘1
4ky = | by = ?
L'integrale particolare & quindi:
!
Wix) = x'+ 2x + 4 + sze’
146. " — 2y + 2y = e*sen x
Il secondo membro & del tipo 6 con a = I, B = 1. Verifichiamo se o + Bi=1+]

¢ radice dell'equazione austliaria:
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EQUAZIONT DIFFERENZIALI

pPP=2p+2=0 — (I +F 2004+ ) +2=0 — 0=

Pertanto siamo nel caso 6b ¢ integrale particolare & del tipo

v(x) = xe*(kysen x + k;ycos.x)

vi{x) = e*(kisen x + k,cos x) + xe*(kysen x + kycos x) + xe'(kycos x — kysen x)
vi(x) = 2e"(kysenx + k;cos x) + 2e(ky cos x ~ kysen x) + 2xe"(kycos x — kysen x
Sostituendo nell’equazione data si perviene all'uguaglianza:

2e"(kycosx — kysenx) = e sen v

verificata per:
{2/(;:0 _{k;ZO |
-2k, = | ky = - 5
Pertanto I'integrale particolare é:
I

vix) = — —vxe“cosx

2

4.8.- Esercizi proposti

Risolvere, con il metodo della variazione delle costanti arbitrarie e mediante I'uso della
TAB. 4-1 le seguenti equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti:

47, " -2y =5
148, 3" — 4y = ' — 24

149. 2y" — 5y + 3 = sen 2x

150. »" + v = 8cos’ x

151, )"+ 2y + 2y = x% ™~

152, v~ 9y = x? + Ch 3x

Risolvere, con il metodo pill comodo, le equazioni differenziali:
[53. p" = 2V + 4y = e* 4 xo*

54, V" — 9y = x + ¢* — sen 2v

IS5, v + 3" 4 1+ v =senx + o + ¢°F
156, 3" -~ " = ¢"Chy

Soluzioni degli esercizi proposti

147. 3"~ 2y =5
L’omogenea associata & Y7 = 2y = 0 e equazione ausiliaria
P=2=0 - p=0p=2

. . b . )
La funzione complementare & Ye = ¢t e’ (integrale generale dell omogenea asso-
ciata). L'integrale generale ¢:

Ye T v(x) = ¢ + e + v{x)
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Equaziont DIFFERENZIALT

In questo caso I'integrale particolare v(x) & immediato-

5
vix) = — 5
Infatt; ¢:
5 ld
vi{x) = — 5 viix) =0

¢ sostituendo nell’equazione data sj ottiene un'identita. L'integrale generale cercato
€ quindi:

2
=+ e — X

M| en

Lapplicazione del metodo della variazione delle costanti arbitrarie o del metodo pra-
tico da, a meno di una costante, lo stesso integrale particolare v(x). Poiché tali metodi
sono esplicitamente richiesti, applichiamoli a conferma dj quanto gia detto.

a) Metodo della variazione delle costanti arbitrarie.

St suppone:
vlx} = Ci(x) + Cyx)e™
E inoltre: (
i e : L= 2
W = - W' =
“ 0 28“ i -2x
5 €
=]
B(x} =
(x} 5
Per applicare la [4.6.7) valutiamo i prodotto:
Y 5
: 2 0 2
W' B = . =
O _!__e-lx 5 _é_ -lx
2 2°¢

Le funzioni C(x) e Ca(x) sono date dai due integrali

Y R D
Ci(x) = -5 x~-—2x

5 o S 5
Cz(_\')“—‘f“ﬁ*ez dxt—“i—fdez == e’

Allora &:
_— _,é__~2x_ Zz__“____'g__ ___?__
v(x) = 7 X q¢ e = 7%7 7
5 5
,V:}’C+V(X):C1+sz’2x——2“‘x—?

b) Metodo pratico.

Ci troviamo nel caso | della TAB. lcons=0r=1 - g=s+r=1.



