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4 Linearita e Linearizzazione

Principio di sovrapposizione degli effetti

e Considera il sistema lineare tempo-discreto,
tempo-invariante:

z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
y(k) = Cxz(k)+ Du(k)
z(0) = xo

e La soluzione esiste ed e unica;

k—1
y(k,zo,u) = CA xo + Z CA'Bu(k —1— 1)

1=0
e Indichiamo con y(k, zo,u) la risposta dell’uscita y(k) per
sottolineare I’effetto dello stato iniziale x¢ + ingresso
w(0), u(l), ..., u(k).

e Principio di sovrapposizione degli effetti :
y(k7 QT + 63317 ou + Bul) — Oéy(k, L0, ’LL) + By(ka L1, ’LL1)

I’uscita complessiva e data dalla sovrapposizione delle
uscite dovute agli effetti di (xo,u) e di (1, u1).

e Vale anche per sistemi lineari tempo-continui
e Vale anche se il sistema € lineare tempo-variante

e Non vale se il sistema e non lineare.
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4 Linearita e Linearizzazione

e Dimostrazione:

y(k, azo + Br1, au + Bur) = CA*(azo + Bzr1)+
S CA'B(au(k — 1 — i) + Bui (k — 1 — 1))

= CAFazg + CAFBz1 + 30 CA'Bau(k — 1 — i)+
¢y CA'BBuy(k — 1 — i)

= a(CAFzg + 5" CA'Bu(k — 1 —4))+
B(CA*zg + "L CA'Bu(k — 1 — i)

= ay(k,zo,uw) + By(k,x1,u1)

e Caso particolare: somma degli effetti (a« = 3 = 1)

y(k,xo T T1,U + ul) — y(k,ﬁEo,U) + y(kaajl) ’LL1)

e Caso particolare: moltiplicazione per costante (3 = 0)

y(k, axo, au) = ay(k, zo,u)

e Esempio: zo = x1 = [J], u(k) = 1, ui (k) = k/12.

4 ‘ a

A. Bemporad - Teoria dei Sistemi - A.A. 2001/2002 4-2



4 Linearita e Linearizzazione

Linearizzazione

e Considera il sistema non lineare

z(t) = f(z(t),u(t))
y(t) = g(z(t),u(t))
e Sia (z,,u,) unequilibrio: f(x,,u,) =0
e Obiettivo: studiare il sistema per piccole variazioni
Au(t) = u(t) — ur e Az(0) = 2(0) — = .

e L’evoluzione di Az(t) £ z(t) — x, & data da

Az(t) = &(t) — & = f(2(t), u(t))
= f(Ax(t) + x,r, Au(t) + u,)

~ o ) A(t) + 57 (o, ur) Au(t)

N 4 \ .
" ~~~

A B

e In Mmaniera simile,

0 )
Ay(t) ~ 8_393(%,%) Ax(t) + 8—5(%%) Au(t)

\ . >4 \ .
" "

C D

dove Ay(t) = y(t) — g(xr, u,) & la deviazione dell’uscita
dall’equilibrio.

e Le variazioni Ax(t), Ay(t), e Au(t) sono quindi
governate (in prima approssimazione) dal sistema
linearizzato (A, B,C, D) .

e Per sistemi non lineari a tempo-discreto, vale un
ragionamento analogo.
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4 Linearita e Linearizzazione

u
Esempio: Serbatoio ?b
e Modello tempo continuo: l
l” N
Fhit) = —2EVAO+Fu)
a(t) = av2gy/h(D) !
n(0) = ho =

e Equilibrio per ingresso costante u(t) = u,, t > 0:

. a+/2g 1 1 /u,\2
h?“ — — — h/r' - r h,r. = — (—)
0 i VvV hyr + Au = 29 \a

e Sistema linearizzato:

0 a~/2 a?
A2 2 (-2EVh )| =g
A 15) a/2 _ 1
e o g (o )| -
a2
¢ 2 & (avEgvh)| =eo
D = (% (a\/Zg\/E) , =0
. a29 1
Ah(t) = —ZARE) + 5 Au(t)
2
= Aq(t) = C:L—rgAh(t)

Ah(0) = hg — hy

e |l sistema linearizzato permette di analizzare in maniera
semplice (seppur approssimata) la dinamica di h, q per
piccole variazioni della portata di ingresso «(t) dalla
portata nominale u,- e per piccole variazioni della cond.
Iniz. h(0) dall’equilibrio h,.
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5 Stabilita

Concetto intuitivo di stabilita;
e Considera il sistema non lineare
o(t) = f(z(t),ur)
y(t) = g(z(t),u,)
e Sia x, lo stato di equilibrio relativo a u,: f(zr,u,) =0

e |l punto di equilibrio x, si dice stabile se per ogni
condizione iniziale x¢ vicino a x.- la relativa traiettoria
x(t, xo, u,) rimane vicino a z, per ogni ¢t > 0.2

e |l punto di equilibrio z, si dice inoltre asintoticamente
stabile se é stabile e x(¢, xo, ur) — x, pert — o

e Altrimenti, il punto di equilibrio x,- si dice instabile

G e

0.2r

(t)

o 0T
-0.2F S ——

—0.4F

= % ss
) 05 Xf(t) 05 1 2% 2 =) X1O(t) 1 2 3

(as.) stabile instabile

4Def. analitica: Ve > 0 36 > O tale che |[zg — =] < § =
||$(t,$0,u7~) - x’r’” < €, Vt Z 0.
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5 Stabilita

Stabilita di traiettorie

e Siax(t,zo,u[,)) Unatraiettoria generata dal sistema
& = f(x,u) partendo da condizione iniziale z(0) = x¢ e
applicando I'ingresso u(7), 7 € [0, ).

e Tale traiettoria si dice

— stabile se Ve > 036 > Otale che ||zg — z1|| < 6 =
|2 (t, 20, upo,r)) — =(t, T1,ujg,4))|| <€Vt > 0.
(comunque sia piccolo ¢, per condizioni iniziali suff. vicine le due
traiettorie non si discostano piu di €)

— asintoticamente stabile se e stabile e se in aggiunta
lim— oo [|2(E, To, upo,4)) — x(t, 1, up,1))]| = 0.
(le due traiettorie asintoticamente coincidono)

— instabile se 3e > 0 tale che V6 > 0 dx1 ed 3t > 0 tali che
lzo — @1]| < e lz(t,zo,up,)) — z(t, z1,up,4))| > €
(comunque parta vicino a xg, le due traiettorie si scosteranno sempre
di una certa quantita fissata)

e Nota: I'attrattivita (cioe lim¢— o [|z(Z, zo, u[g +)) —
z(t, 1, u )| = 0) non implica la stabilita
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5 Stabilita

Stabilita dei sistemi lineari (tempo-continuo):
e Considera il sistema del primo ordine

z(t) = ax(t) + bu(t)
y(t) = cx(t)
e Equilibrio per u(t) = u,: 0 = ax, + bu, = x, = —gur

(Hp: a # 0).

e Peru(t) =u, t>0,laquantita z(t) = z(t) — x, soddisfa
I’equazione differenziale

2(t) = ax(t) + bu, = azx(t) — ax, = az(t)
e da cui:
2(t) = ez = 2(t) = 2 + " (20 — 24)
e Pertanto:
— x, e instabilese a > 0

— x, estabilesea <0

— x, € asintoticamente stabilesea < 0

5
4 a0
Shl =0
=0
a<0
X Xr

1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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5 Stabilita

Stabilita dei sistemi lineari (tempo-discreto):
e Considera il sistema del primo ordine

z(k+1) = ax(k)+ bu(k)
y(k) = cx(k)
e Equilibrio per u(k) = u,: ©r = ax, + bu, = =, = %ur

(Hp: a # 1).

o Peru(k)=u,, k=0,1,...,laquantita z(k) = z(k) — z,
soddisfa I’equazione alle differenze

z(k+1) = ax(k)+bu,—x, = ax(k)+(1—a)x,—x, = az(k)
e da cui:
2(k) = a"20 = x(k) = 2, + a"(x0 — x,)
e Pertanto:
— x, éinstabile se |a| > 1

— x, éstabilese |a| <1

— x, € asintoticamente stabile se |a| < 1

. ,
%15, ﬁ_l_l_,_l_o‘iail»
X

S

D

0.5r

0 i i i i
0 2 4 6 8 10
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5 Stabilita

Stabilita di sistemi lineari

e Per sistemi lineari £ = Ax + Bu:

— la traiettoria nulla z(t) = 0 per u(t) = 0 é stabile (as. stabile,
instabile) < una qualsiasi traiettoria z(, xo, ufg 4)) € stabile
(as. stabile, instabile)

Dimostrazione. Chiama z(t) = z(t, x1,ujg 4)) —
z(t, xo, up,p))- Siha z(t) = Az(t), 2(0) = z1 — zo. Osserva
che le definizioni di stabilita di 2(t) = 0 e di z(t, zo, u[g 1))

coincidono.

e Si parla pertanto di stabilita del sistema:

— Un sistema lineare (A, B, C, D) si dice stabile se
la risposta libera e limitata per ogni valore di
x(0).

— Un sistema lineare (A, B, C, D) si dice
asintoticamente stabile se la risposta libera tende a
0 per ogni valore di x(0).

— Un sistema lineare (A, B, C, D) si dice instabile se
per almeno una condizione iniziale x(0) la
risposta libera e illimitata.
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5 Stabilita

Relazione fra stabilita e autovalori di A (tempo
continuo):

x(t) = Ax(t
(1 O L o) — ety
z(0) = xg
Teorema
Sia ©(t) = Ax(t) un sistema lineare tempo-invariante
tempo-continuo di ordine n, e siano A, ..., A\, m < n, gli

autovalori di A. Il sistema é;

e asintoticamente stabile < la parte reale di \; < 0,

Vi=1,...,m

e (marginalmente) stabile se (1) la parte reale di \; < 0,
Vi=1,...,m,e (2) gliautovalori a parte reale nulla
hanno molteplicita algebrica uguale a quella geometrica

e Se esiste ¢ tale che la parte reale di A\; > 0 = il sistema ¢
Instabile.

E quindi la parte reale degli autovalori che determina la
stabilita del sistema?

aMentre per sistemi non lineari si parla solo di stabilita di
traiettorie, nei sistemi lineari l'origine (x(t) = 0, Vt > 0) e

(as/in)stabile < una qualsiasi traiettoria é (as/in)stabile.
A. Bemporad - Teoria dei Sistemi - A.A. 2001/2002 5-6




5 Stabilita

Dimostrazione (a grandi linee)

La soluzione & z(t) = ex (ricorda: la matrice
esponenziale e definita come

AL LA A L A )
Se la matrice A é diagonalizzabile: A = T AT,
A1 O ... O et 0 ... 0
A |0 S | 0T 0
b 6 . (:) (:) T Nt

Per autovalori complessi A = a + jb :

’€>\t’ _ eat|6jbt’ _ eat

Nota: se molteplicita algebrica = molteplicita
geometrica, la matrice e diagonalizzabile

Se la matrice non e diagonalizzabile, la si puo
scrivere in forma di Jordan. Nella risposta x(t)
compaiono termini del tipo t/e*t, j > 0.
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5 Stabilita

e Esempiol

#(t) = z(t) L
2 -3 = Autovaloridi A: {—1,—-2}

soluzione:
w(t) = wi0(2e” —e ) +aa(—e +e )
z2(t) = wio(2e7" —2e7) + mao(—e ! + 2e7)

Asintoticamente stabile

2 4 6
t
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5 Stabilita

e Esempio 2

1 0 = Autovalori di A: {475, —j}

x1(t) = x10cost — xgosint

8
\V)
~~
o
~—

I

T1oSint + xog cost

Stabile

X,

-1.5 ; . ;
0 5 10 0 5 10

t t
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5 Stabilita

e Esempio 3

0 0 ) = Autovalori di A: {0,0}

soluzione:
r1(t) = w10+ T20t
o (t) f— 20
Instabile
12 ‘ 2

0 5 10 0 5 10

t t

A. Bemporad - Teoria dei Sistemi - A.A. 2001/2002 5-10



5 Stabilita

e Esempio 4

#(t) = z(t) .
1 -1 = Autovaloridi A: {—1,1}

soluzione:
:z:l(t) — :Eloet
z2(t) = 2zi0€e’ + (z20 — 3T10)E "
Instabile
5 10 5 10
t t
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5 Stabilita

Relazione fra stabilita e autovalori di A (tempo
discreto):

Teorema

Siaxz(k + 1) = Az (k) un sistema lineare tempo-invariante
tempo-discreto di ordine n, e siano A1, ..., A, m < n, gli
autovalori di A. 1l sistema e:

e asintoticamente stabile < il modulo di \; < 1,

Vi=1,...,m

e (marginalmente) stabile se (1) il modulo di \; <1,
Vi=1,...,m,e(2) gliautovalori con modulo unitario
hanno molteplicita algebrica uguale a quella geometrica

e Se esiste ¢ tale che il modulo di \; > 1 = il sistema €
Instabile.

Quindi: a tempo continuo la parte reale degli autovalori
determina la stabilita del sistema, a tempo discreto e
Invece il modulo degli autovalori a determinare la
stabilita
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5 Stabilita

Dimostrazione (a grandi linee)

e Lasoluzione é z(k) = A*z

e Se la matrice A e diagonalizzabile: A = T—1AT,

. -
A O ... O A1 0 ... 0
0 Ag ... O 0o Xk ... o0
A=|. .. . |=AF=7"1 | T
0 0 ... An | 0 0 ... AR ]

e Per autovalori complessi A = pe’? :

A = [p"el*?| = p*le?*?] = p*

e Nota: se molteplicita algebrica = molteplicita
geometrica, la matrice e diagonalizzabile

e Se la matrice non e diagonalizzabile, la si puo
scrivere in forma di Jordan. Nella risposta = (k)
compaiono termini del tipo k7 \*, j > 0.
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5 Stabilita

e Esempiol

)
0
wk 1) = I #(k) = Autovalori di A: {0, %}
- 2(0) = [330]
soluzione:
ri1(k) = 0, k=12,
zo(k) = (%)k_1 T10 + (%)kxgo, k=1,2,...

Asintoticamente stabile

1 15
1
0.51
0.5r
~~ @) —
4 4
N’ ) —
— [\ —
X X —
00—
0
-0.5
_05 : _1 i
0 l5< 10 0 li 10
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5 Stabilita

e Esempio 2

0 -1
z(k+1) = z(k) L
1 0 = Autovaloridi A: {+j,—j}
z(0) = 230 ]
soluzione:
z1(k) = miocosiE + zgosin®E, k=0,1,...
xa(k) = a:losin%”—l—xgocos%w, kEk=0,1,...,
Stabile

1 \ 1
0.8 ] 0.8}
0.6 ] 0.6}
0.4r 1 0.4r
0.2r 1 0.2r

X X
v‘_| Or VN 0

e e
-0.2r T -0.2r
-0.4r . -0.4r
0.6 ] 0.6
-0.8t 7 -0.8t
-1 ! -1

0 2 4 6 0 2 4 6
K K
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5 Stabilita

e Esempio 3

)

1
r(k+1) = z(k) o
0 1 = Autovaloridi A: {1,1}

2(0) = [ 23]

\

soluzione:
:Cl(k) = 21310—|—£E20]€, kIO,l,...
SCQ(]C) =  T20, ]CZO,I,...
Instabile
7 2
6 1.5
5,
1
4+
al 0.5
~ ~~
<. <. 0
— N
X X
! -0.5
0— 1 L
_17 4
| | ~1.5}
-3 ‘ ‘ -2
0 2 4 6 o 1 2 3 4 5
K K
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5 Stabilita

e Esempio 4

2

r(k+1) = 20 z(k)

1 0 = Autovalori di A: {0, 2}
| 2(0) = [349]
soluzione:
lel(k) — Qkxlo, ]CIO,I,...
xg(k) — Qk_lxlo, k = 1,2,...
Instabile
80 ‘ ‘ 80
601 ] 60l
40 . 40
) )
~20 ~<20
X X

— |

_20 - ] _20 -

2 4 6 0 1 2 3 4 s
k k
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5 Stabilita

Ricapitolando:

sistema tempo continuo (tempo discreto)

as. stabile | Re(\;) <O0Vi=1,...,n (| <1)

instabile | 3 tale che Re(\;) >0 i| > 1)

(IA
stabile 1) Vi,...,n, Re(X;) <0 (IN] < 1)
2)VA; taleche Re(X;) =0  (|\i] =1)

molt(alg.)=molt(geom.)
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5.1 Stabilita - Criteri per Sistemi Non Lineari

Considera il sistema non lineare & = f(x), con f
derivabile, e sia x = 0 un punto di equilibrio (f(0) = 0).

Metodo indiretto di Lyapunov . Considera il sistema

linearizzato # = Az, con A = % .
x=0

e Se © = Ax e asintoticamente stabile, allora I’origine
x = 0 e asintoticamente stabile per il sistema non
lineare (localmente).

e Se &£ = Ax e instabile, allora l’originex =0¢
instabile per il sistema non lineare.

e Se A e marginalmente stabile, allora nulla si puo
dire sulla stabilita dell’origine per il sistema non
lineare.

Aleksandr Mikhailovich Lyapunov
(1857-1918)
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5.1 Stabilita - Criteri per Sistemi Non Lineari

Esempio: Pendolo

y(t) = angolo di deflessione |

u(t) £ mg forza peso —

hy(t) = forza di attrito viscoso h
u(t)=mg

Modello matematico:
ml?§j(t) = —lmgsiny(t) — hy(t)

Equazione in forma di stato: (z; = y, x2 = 9)

Sbl — i)

g

. . A
To = —7sinx; — Huxo, H = I

ml?

0 xzr:()
= =
0 x1r = km, k=0,1,...

O u(t)=mg|
h
m

h

@
)
\J/
u(t)=mg

CBQTZO,CClr:O,:l:Qﬂ',... QCQTZO,ZClr:O,:l:ﬂ',ZESﬂ',...

Equilibrio:

L2r
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5.1 Stabilita - Criteri per Sistemi Non Lineari

e Sistema linearizzato (x1, = 0, 2, = 0)

rewy = | 0 | A

N 4

Autovalori di A: det(A\] — A) =X\* + H A+ 2 =0=
M=~ (~H = /H 1)
Parte reale < 0: as. stabile

eo\/\/\
\/\/V

t

e Sistema linearizzato (z1, = 7, T2 = 0)

nety = |0 | Az

\ . S

Autovaloridi A: det(A\] — A) = >+ H\— 2 =0=
Mo =~} (~H & /H? 47)
Parte reale > 0 e < 0: instabile

A. Bemporad - Teoria dei Sistemi - A.A. 2001/2002 5-21



5.2 Stabilita - Criteri per Sistemi Non Lineari

Criterio diretto di Lyapunov

e |ldea base: se I’energia di un sistema (anche non
lineare) diminuisce nel tempo per dissipazione, il
sistema asintoticamente deve fermarsi

e Considera ancora il sistema non lineare & = f(x),
con f derivabile, e sia z = 0 un punto di equilibrio

(f(0) = 0).
e Alcune definizioni:

— Unafunzione V : R™ — R si dice localmente definita
positiva se V' (0) = 0 ed 3 un intorno B dell’origine tale
che V(z) >0Vx € B,z # 0.

— V : R"™ — R si dice globalmente definita positiva se
B =R"

— V : R"™ — R si dice definita negativa se —V e definita
positiva

— V : R"™ — R si dice semidefinita positivase V (x) > 0
Vx € B, x # 0 (e analogamente semidefinita negativa)

e Esempi: per x € R?, V(x) = x1 + x3 & globalmente
definita positiva, V (z) = =7 4+ 23 — =} & localmente
definita positiva, V (z) = z1 + sin®(x2) & localmente
definita positiva e globalmente semidefinita positiva.
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5.2 Stabilita - Criteri per Sistemi Non Lineari

Metodo diretto di Lyapunov . Sia V' : R — R definita
positiva in un intorno B dell’origine, V ¢ C*. Se la
funzione V(z) = VV (z)f(x) & semidefinita negativa su
B, allora I’'origine x = 0 é stabile, se VV (x)f(x) e
definita negativa su B, allora I’origine x =0 ¢

asintoticamente stabile.

LJ

J
/\m

|

Nota:

e IV :R"” — R sidice una funzione di Lyapunov per il
sistema = = f(x)

e VV(zx)f(x)eladerivatadi V (x(t)) rispetto al
tempo, essendo V(z) = VV ()i = VV(z)f(x)

Riferimento: J.J.E. Slotine, W. Li, “Applied Nopnlinear Control”,
Prentice Hall, 1991
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5.2

Stabilita - Criteri per Sistemi Non Lineari

Criterio di Lyapunov applicato ai sistemi lineari

Prendiamo V (x) = «' Pz, con P matrice definita
positiva

V(z) = &' Px+ o' Pi =a/(A'P + PA)x

Affinché V (z) sia definita negativa, occorre che
A'P+ PA=—-Q

dove () e una matrice definita positiva (es: Q = I).

Assegnata () > 0, ’equazione matriciale in P
A'P + PA = —(Q viene detta equazione di
Lyapunov (LYAP.M in Matlab)

Teorema: il sistema lineare tempo-invariante + = Ax
e asintoticamente stabile < V() > 0 I'unica
soluzione P all’equazione di Lyapunov

A'P + PA = —(Q e definita positiva.
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5.2 Stabilita - Criteri per Sistemi Non Lineari

Criteri di Lyapunov per sistemi a tempo discreto

e |l criterio diretto di Lyapunov vale anche per
sistemi non lineari a tempo discreto
z(k+1) = f(x(k)), considerando funzioni definite
positive V (x) e le differenze lungo le traiettorie
AV(z(k)) =V(z(k+1)) — V(z(k)).

e Anche il criterio indiretto (=linearizzazione) di
Lyapunov vale per sistemi non lineari a tempo
discreto.

Riferimento: J.P. LaSalle, “The Stability and Control of Discrete
Processes”, series in Applied Mathematical Sciences, vol. 62,

Springer-Verlag, 1986.

e Per sistemi lineari a tempo discreto: data
V(z) = 2’ Px, con P definita positiva, AV (z) =
(Ax) ' P(Ax) — o' Px = 2’ (A’PA — P)x. Affinché
AV (z) sia definita negativa, occorre che

APA—P=-Q

e Assegnata () > 0, ’equazione matriciale in P
A'PA — P = —(Q viene detta equazione di
Lyapunov discreta (P=DLYAP (A’ ,Q) in Matlab)
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