6. Trasformate e Funzioni di
Trasferimento



6.3 Richiami sulla Trasformata di Laplace

Definizione
La trasformata di Laplace di f(¢) & la funzione di variabile

complessa s € C, (s = 0 + jw),

F(s) = /OOO e SLf(t)dt = L[f

f(t)

Esempi

e Funzione impulso (Delta di Dirac) 2:

f(t)—é(t)ﬁ{ 0 et 70 tale che /OO 6(t) =1

+oo0 set=0 — 00
L[] = F(s)=1 Vs C

e Funzione gradino :

ft) =1(t) = Vosel<d = L[]I]:F(S):l
1 set>0 S

4Lafunzione §(t) is puo considerare come il limite della successione
di funzioni fc(t) per e — 0 tali che

fe(t) — {
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se0<t<e

altrimenti

S o=



6.3 Richiami sulla Trasformata di Laplace

Proprieta della trasformata di Laplace

e Linearita:

LIk fi(t) + k2 fo(t)] = ki L{f1(8)] + k2 L] f2(2)]

Esempio: f(¢t) =6(¢t) —21(¢) = L[f] =1 — 2.
e Traslazione nel tempo :
LIft—7)] =e 7" LIf(D)]
Esempio: f(t) = 31(t — 2) = L[f] = 3",

S

e Traslazione nella frequenza:

LI f(t)] = F(s — a), dove F(s) = L[f (1)

Esempio: f(t) = e** 1(t) = L[f] = =

Esempio: f(t) = cos(wt) 1(t) = L[f] = -
ejwt+e—jwt

(Nota: cos(wt) = 5 )

e Derivazione nel tempo °:

LIS F(0) = sLIF(1)] — F(07)
Esempio: f(t) = sin(w?) I(¢) = L[f] = ==

e Derivazione nella frequenza :

Ll (1)) = — S LLF (1)

Esempio: f(¢) =t 1(¢) = L[f] = <.

Af(0T) = lim,_ 4+ f(). Se f & continua in 0, £(01) = f(0)
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6.3 Richiami sulla Trasformata di Laplace

e Teorema del valore iniziale:

LIFO)] = F(s) = f(07)2 lim f(t) = lim sF(s)

t—0Tt §—00

Esempio: f(t) = 1(t) —tL(t) = F(s) = T — 5
f(0) =1 = lims_.o0 sF(s)

e Teorema del valore finale :

LIf(®)] =F(s) = f(+oo) £ lim f(t) = lim sF(s)

t—-+oo s—0

Esempio: f(¢t) = 1(¢t) —e " L(t) = F(s) = < ;
f(+o0) =1 =lims_o sF(s)

V)]
-
—_

Pierre-Simon Laplace
(1749-1827)

A. Bemporad - Teoria dei Sistemi - A.A. 2001/2002

6-3



6.4 Funzioni di Trasferimento - T. Continuo

e Considera il sistema a tempo continuo

z(t) = Axz(t)+ Bul(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)
z(0) = xo

e Applichiamo la trasformata di Laplace®:

sX(s)—xg = AX(s)+ BU(s)
Y(s) = CX(s)+ DU(s)
dove X(s) = Llz(t)], U(s) = Llu(t)], Y(s) = LIy(?)].

e Esplicitando rispetto a xp e U(s):

X(s) = (sI—A)"lzg+ (sl —A)~IBU(s)
Y(s) = C(sl— A)_lxq+£0(sl — A B+ D)U(s)
Yz (s) Y (s)

Y1 (s)=trasformata di Laplace della risposta libera
Yr (s)=trasformata di Laplace della risposta forzata

e Definizione: La funzione di trasferimento di un sistema
lineare tempo continuo (A, B,C, D) e

G(s)=C(sI —A) "B+ D

cioe il rapporto fra la trasf. di Laplace Y (s) dell’ uscita
y(t) e la trasf. di Laplace U(s) dell’ ingresso per u(t) per
condizione iniziale nulla zo = 0.

3x(t) & una funzione derivabile, e quindi continua = z(0") =
z(0) = xg
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6.4 Funzioni di Trasferimento - T. Continuo

y(t) = [2 2]z
ha per funzione di trasferimento

28 + 22
s2 4+ 11s + 10

G(s) =

e Nota: La funzione di trasferimento non dipende
dall’ingresso ! E una proprieta del sistema lineare.
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6.4 Funzioni di Trasferimento - T. Continuo

e Considera I’eq. diff. con ingresso

dy(”)(t) dy(n_l)(t) . B
T + an—1 g + -+ a1y(t) + aoy(t) =
du'™ () du™ D (¢) .
bmdt—m + bm—1 dpm—1 + -+ blu(t) + bOU(t)

e Ponendo condizioni iniziali y(0), %(0), ..., "~ 1(0)
nulle, si ottiene immediatamente la funzione di
trasferimento equivalente

bin ™ 4+ by—18" " 4o+ b1s + bo
s" + ap_18"" 1+ - +a1s+ao

G(s) =

e Esempio: 4(t) + 3y(t) + y(t) = u(t) + u(t)

s+ 1

G(s) = s2 +3s+1

e Nota: la stessa f.d.t. G(s) si ottiene dalla forma matriciale
equivalente dell’eq. differenziale:
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6.4 Funzioni di Trasferimento - T. Continuo

Alcune funzioni di trasferimento:

e |Integratore

#(t) =
y(t) =

e Doppio integratore

’

T1(t) =
\ T2(t) =
L oy() =

e Oscillatore

u(t) _Uls) 1 Y(s)
2(t) ”
T2(t)
21 (1) i
U(s) 1 Y ()
s2 41
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6.4 Funzioni di Trasferimento - T. Continuo

Antitrasformata di Laplace

e Data la funzione di trasferimento

binS™ 4 by_18™ " 4 - 4+ bis+ by

) = T s —pa) - (5 = pu)

(m < n)

possiamo scomporla in fratti semplici (Hp: p; # p;)

G(s) = —1 4 ...4 n
S — Ppi1 S — DPn

dove a; € detto residuo di G(s) inp; € C

a; = lim (s — p;)G(s)

S—P;
(nota che se p; = p;, allora a; = a;)

e L’antitrasformata di Laplace di G(s) e la funzione ¢(t) tale
che Lg(t)] = G(s):

t t

g(t) = are”" + -+ anel

Nel caso di radici coincidenti (s — p;)*, nello sviluppo si hanno tutti i
termini del tipo
Qi1 Qi 1 d(k—7)

(s —pi)+ +(8 — i)k I (k—4)! s—p; ds(h—7)

[(s—pi)"G(s)]

la cui antitrasformata e

t
a;1ePt" + -+ gy
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6.4 Funzioni di Trasferimento - T. Continuo

Risposta all’impulso

e Considera I'ingresso impulsivo u(t) = 6(t) =
U(s) = 1. L'uscita corrispondente y(t) € detta
risposta all’impulso .

e Latrasformata di Laplace di y(t) e
Y(s)=G(s) 1= G(s).

e Pertanto la risposta all’impulso coincide con
I’antitrasformata ¢(¢) della funzione di
trasferimento G(s)

Esempi

e Integratore U(s) 1 Y(s)
u(t) = 5(t) ;
y) = L[ =1()

e Doppio integratore U (s) | Y(s)
ut) = 6(t) 2
y(t) = L'%]=tI(t)

e Oscillatore Ul(s) 1 Y (s)

ut) = () s?+1

y(t) = ﬁ—l[ﬁ]:sint]l(t)
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6.5 Polie zeri

u(t)

—— G(s) —

e Considera il sistema lineare descritto dalla funzione
di trasferimento (m < n)
bnS™ + bpy_18™ -+ bis+ by N(s)

G(s) = ~
(S) Sn+an_18n—1+...+a18+a0 D(S)

e Si dicono poli del sistema le radici di D(s)

e Sidicono zeri del sistema le radici di N(s)

e A tempo discreto le definizioni sono analoghe
e Esempio:

s + 2 B s+ 2
§3 42524+ 35+2  (s+1)(s2+s5+2)

G(s) =

poli: {—1,—1 4 j¥T —1 _ j¥T1 zeri: {—2}.
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6.5 Polie zeri

e Considera il sistema lineare

z(t) = Axz(t)+ Bul(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)
z(0) =0

e la funzione di trasferimento corrispondente

A N (s)

G(s)=C(sI—A)~'B+D B(s)

e |l denominatore D(s) = det(sl — A) . Quindi i poli di
(G (s) corrispondono agli autovalori di A.

e La stabilita del sistema si puo quindi studiare sia tramite
(G(s) che tramite A

Attenzione: alcuni autovalori di A possono non risultare poli di G(s).
Esempio:

det(sl — A) =(s—1)(s+1)

cw=[o ]| % 4|1 =

s+1

Il polo s = 1 non ha influenza sul comportamento ingresso-uscita del
sistema, ma ha influenza sulla risposta libera: z1 (t) = efx1¢ (il

sistema é instabile).
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6.6 Trasformata zeta

Definizione
La trasformata zeta di f(k) e la funzione di variabile

complessa z € C, (z = 0 + jw),

f(k)

F(z) =) f(k)z" £ Z[f]
k

=0

Esempi

e Funzione impulso discreto :

0 sek+#0
1 sek=0

~~
VN
-
N——"
I
(@)
VN
-
N——"
|[>
" N—
[\
)
1
By
VN
N
N—"
||
}—\

e Funzione gradino discreto :

ﬂ@-ﬂ@é{?z:ig = 2 =F(s) = ——

e Funzione esponenziale discreto :
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6.6 Trasformata zeta

Proprieta della trasformata zeta
e Linearita:
Zlk1f1(k) + k2 f2(k)] = k1 Z[f1(K)] + k2 Z[f2 (k)]

Esempio: f(k) = 36(k) — = 1(t) = Z[f] = 3 — =>4

1
2 z—5

e Anticipo temporale :
ZIf(k+1) (k)] = zZ[f] — 2f(0)

Esempio: f(k) = "1 I(k) = Z[f] = 2% — 2 = 2=

zZ—a zZ—a

z € detto anche operatore di anticipo unitario

e Ritardo temporale:

Z[f(k—1)] =2""Z[f]

Esempio: f(k) = T(k — 1) = Z[f] = .

2~ 1 & detto anche operatore di ritardo unitario

e Derivazione nella frequenza :

Zlkf (k)] = —=o- Z1f]
Esempio: f(k) = k I(k) = Z[f] = 5
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6.6 Trasformata zeta

e Teorema del valore iniziale:

ZIf(k)] = F(z) = [f(0) = lim F(z)

z— 0

Esempio: f(K) = (k) — K 1(K) = F(2) = =1 — 5

e Teorema del valore finale ;

Z[f(k)] = F(2) = f(+00) 2 lim f(t) = lim(:—1)F(2)

t—+oo z—1

Esempio: f(k) = I(k) + (—0.7)* 1(t) =
F(z) =5 + ;55 = f(H+oo) =lim.—1(z — 1)F(z2) =1

Witold Hurewicz
(1904-1957)
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6.7 Funzioni di Trasferimento - Tempo Discreto

e Considera il sistema a tempo discreto

z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
y(k) = Cx(k)+ Du(k)
z(0) = xo

e Applichiamo la trasformata zeta:

2X(z) —zxg = AX(z)+ BU(z)
Y(2) = CX(z)+ DU(2)

dove X(z) = Zlz(k)|, U(z) = Zlu(k)], Y(2) = Z[y(k)].

e Esplicitando rispetto a xo e U(z):

X(z) = z(I-A)"lzg+ (2 —A)~"1BU(2)
Y(z) = 20z —A) " tzg+ (C(zI — A" 1B+D)U(2)
vL(2) Yr(2)

Y1 (z)=trasformata zeta della risposta libera
Yr (z)=trasformata zeta della risposta forzata

e Definizione: La funzione di trasferimento di un sistema
lineare tempo discreto (A, B,C, D) é

G(z)=C(2I—A)"'B+D

cioe il rapporto fra la trasf. zeta Y (z) dell’ uscita y(k) e la
trasf. zeta U(z) dell’ ingresso per u(k) per condizione
iniziale nulla zo = 0.
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6.7 Funzioni di Trasferimento - Tempo Discreto

—~2 5 A,B,C,D | — 2 G MM

e Esempio: Il sistema lineare

)
0.5 1 0
z(k+1) = [ } x(k) + u(k)
{ 0 —-0.5 1
) = |1 —1]ek)
ha per funzione di trasferimento
—z+ 1.5
Glz) = 22 —0.25

e Nota: Anche per i1 sistemi tempo-discreto, la
funzione di trasferimento non dipende
dall’ingresso, ma e una proprieta del sistema
lineare.
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6.7 Funzioni di Trasferimento - Tempo Discreto

e Considera I’equazione alle differenze con ingresso

any(k —n) + an1y(k —n+ 1)+ +ary(k — 1)+ y(k) =
bru(k —n)+ -4+ biu(k — 1)

e Ponendo condizioni iniziali nulle, si ottiene la funzione
di trasferimento equivalente

bz " 4 b1z "4 b2
anz "+ an_1z2" "t 4+ d a1z +1
biz" ' 4+ bpo12 4 by
z" a1zt an—12 + an

G(z) =

e Esempio: 3y(k —2) +2y(k — 1) + y(k) = 2u(k — 1)

B 2271 B 2z
0327249227141 224922+3

G(2)

e Nota: la stessa f.d.t. G(z) si ottiene dalla forma matriciale
equivalente dell’eq. alle differenze:

4 x(k+1) = [O

y(k) = [o z]x(k)

\

= 6= [o Z}H; (1)][()3 12]>H
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6.7 Funzioni di Trasferimento - Tempo Discreto

e |Integratore

e Doppio integratore

y

\ y(k)

e Oscillatore

y(k) =

r1(k) + z2(k)
x2(k) + u(k)

8
[
/N

™
N——"

Alcune funzioni di trasferimento:

Ulz) ,

22 — 2241

1 1
241 3

Risposta all’ impulso

22 —2+1

1k
~~
X 0 i
) ——
> WW
_1» -

Il
10

Il Il
20 30
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6.7 Funzioni di Trasferimento - Tempo Discreto

Antitrasformata zeta

e Data la funzione di trasferimento

bnz™ + bm_12™ 4+ -+ b1z + bo
(z—=p1)(z—p2)...(2 — pn)

G(z) = (m < n)

Analogamente alla trasformata di Laplace, possiamo
scomporla in fratti semplici (Hp: p; # p;)

G(z)zl( HE )

A < — P1 < — Pn

dove «; e il residuo di G(z) inp; € C

a; = lim (z — p;)G(2)

Z2—Pq

e L’antitrasformata zeta di G(z) e la funzione g(k) tale che
Zlg(k)] = G(2):

g(k) = (eaph ™" + -+ anph ) Tk — 1)

e Esempio.
mfn m<n
Ve 5 ~\ r o
zc4+1 1.52+ 0.5
p— p— ]_ p—
G(2) 2 _15:405 22 _152105
1+ l 4z B 2.5z
z \z—1 z— 0.5
g(k) = (k) + (4 _ 2.5(0.5)k—1) T(k — 1)
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6.7 Funzioni di Trasferimento - Tempo Discreto

Risposta all’impulso

e Considera I'ingresso impulsivo u(k) = §(k) =
U(z) = 1. L'uscita corrispondente y(k) é detta
risposta all’impulso .

e Latrasformatazetadiy(k)eY(z) =G(z)-1 = G(z).

e Pertanto la risposta all’impulso coincide con
I’antitrasformata g(k) della funzione di
trasferimento G(z)

Esempi
I
e Integratore U(2) : Y (2)
u(k) = 4(k) 1 -1 [
y(k) = Z7'ZX]=1(k-1)
2 2
1 1
-l <.
S >
-1 -1
_2 _2 ;
0 5 10 0 5 10
Kk k
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6.8 Sistemi Algebricamente Equivalenti

Rappresentazioni di stato algebricamente equivalenti

e Considera il sistema lineare

z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
y(k) = Cz(k)+ Du(k)
z(0) = xo

e Sia P una matrice invertibile e definiamo un cambio di
coordinate z = P~ 'z

e Essendo xz = Pz, si ha

[ 2(k+1) = P lz(k+1) =P '(Az(k) + Bu(k))
\ = P 'APz(k) + P ' Bu(k)
\ y(k) = CPz(k)+ Du(k)
2(0) = Pz
e quindi
z(k+1) = Az(k)+ Bu(k)
y(k) = Cz(k)+ Du(k)
2(0) = P~ 'ag

dove A=P 'AP, B=P 'B,.C=CP,D = D.

o |Isistemi (A, B,C,D)e (A, B,C, D) sidicono

algebricamente equivalenti
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6.8 Sistemi Algebricamente Equivalenti

e Nota: Il legame ingresso/uscita deve rimanere
Immutato. Infatti

G(z) = CzI-A)~"'B+D
— CP(zP~'IP— P'AP)"'P~'B+ D
— CPP (2 — A\ PP 'B+ D
= C(zI-A)'B+D
= G(2)

e Per sistemi a tempo continuo il ragionamento e del
tutto analogo
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