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Programmazione Lineare
(Linear Programming, LP)
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Modellistica

“Formulare in termini matematici un problema reale”

QOccorre definire:

 Quali sono le variabili da decidere

« Qual'é la funzione obiettivo che ci interessa
Mminimizzare o massimizzare

 Quali|vincoli|si hanno nella scelta

Sono una componente fondamentale del modello.
Dato il problema reale, occorre cercare di individuarli
facendo riferimento a una casistica nota (e non solo)
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6 — Vincoli di contabilita (accounting)

(“Vincoli che non vincolano”)

Sono vincoli che aggiungono informazioni
sulla relazione esistente fra variabili del modello

Esempi: Z use; = producel

In generale possono essere espressi come vincoli
di uguaglianza:

Sono usati per aumentare la leggibilita del modello
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7 — Bilanciamento
I flussi in ingresso e in uscita devono bilanciarsi

) N LIN S

our
2z N z,
R N
CIZ‘QIN SN ZL‘QOUT IIN + leIN — ZCEZOUT + LOUT'
— N—

ouT
L3

3
;j

IN IN IN ouT ouT OUT — iaRili
T A N ! = variabili

E fondamentale per problemi con variabili dinamiche

Esempio: cassa,,,; = cassa, + guadagno, - spese,

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione” 6
A. Bemporad - 17 aprile 2008




7 - Bilanciamento
Esempio:

Il numero di azioni di un certo tipo contenute nel
portafoglio titoli ad un dato mese k € uguale al
numero di azioni presenti nel mese precedente
k-1, piu il numero di azioni acquistate durante il
mese k£ meno il numero di azioni vendute durante
il mese k.

fork=1 ... T
stock; = stocky_1 + buy, — sellg

end
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8 - Scelta del Modo di Produzione

Generalizzazione dei vincoli di miscelazione:

M ingredienti (=inputs) danno N prodotti (=outputs).
Le percentuali di miscelazione variano a seconda del
modo di produzione.

Modo 1 Modo 2 Modo 3
IN 1 34% 36% 44%
IN 2 28% 25% 24%
IN 3 38% 39% 32%
OouT 1 0.28 0.27 0.25
OuUT 2 0.29 0.36 0.44

Significato: n kg di miscela composta al 34% da IN1, 28% da IN2 e
38% da IN3 viene trasformata, in un'ora di lavorazione e operando
nel modo 1, in 0.28*n kg di OUT1 e 0.29*n kg di OUT?2.
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8 - Scelta del Modo di Produzione

ore, = numero di ore impiegate nel j-esimo modo di produzione
(=variabili di ottimizzazione), j=1,2,3

Sia f = kg di miscela di ingredienti processata ogni ora.

— f*orejz kg di miscela processata nel j-esimo modo

L'utilizzo complessivo delle risorse IN1, IN2, IN3 sara:

IN;1 =034« fxore; +0.36 % fxore; +0.44 x f xoreq
IN> = 0.28 % f xores 4+ 0.25 % f x oreo + 0.24 % f x orep
IN3 =0.38 % f xore3 + 0.39 x f xorez + 0.32 x f x ores

La produzione di OUT1 e OUT?2 sara:

OUT1 =0.28% fxore; + 0.27 x f xoreps 4+ 0.25 % f *x oreg
OUT, =0.29 % f xorey + 0.36 x f * orep 4+ 0.44 x f x orez
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8 - Scelta del Modo di Produzione

Tipicamente si ha un vincolo sulla durata
complessiva dell’operazione:

oreq + orep 4+ oresz < TempoOiot I
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Inammissibilita

INAMMISSIBILITA
(INFEASIBILITY)

Il problema non ammette
una soluzione, vale a dire
nessuna scelta delle variabili
e in grado di soddisfare tutti
i vincoli. I vincoli imposti
sono troppo stringenti.

Il risolutore non restituisce alcuna soluzione !

Nota: La non ammissibilita non dipende dalla funzione
obiettivo ! Solo dai vincoli
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Inammissibilita

L’inammissibilita del problema spesso € dovuta
ad errori commessi in fase modellistica

Se sappiamo a priori che il problema ammette soluzione
perché conosciamo una scelta x ammissibile, dobbiamo
capire dov’'e che il modello & errato. In particolare:

* Una direzione invertita in una diseguaglianza
» Dati del problema sbagliati

Come individuare i vincoli errati ?

Se conosciamo una scelta x che sappiamo dovere
essere ammissibile, possiamo vedere subito quali

vincoli sono violati
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Inammissibilita

Se non sappiamo a priori se il problema ammette una
soluzione, diventa molto piu difficile individuare quali
vincoli sono errati (ammesso che siano errati)

Nota: chiedersi ‘“quale vincolo causa infeasibility ?"" non
ha molto senso. E la combinazione di vincoli che &
infeasible !

Esempio: prodotto; < 3
prodottos; <7
prodottoz <1
prodotto; + prodottos + prodottoz > 12

Quale di questi quattro vincoli causa infeasibility 7 Tutti e
nessuno ... Occorre guardare al significato ‘“fisico” di ogni vincolo.
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9 — Vincoli soft

Ammettiamo che il modello sia corretto, ma che non
ammetta soluzioni ammissibili. Dobbiamo quindi
modificare il modello per ottenere una soluzione.

Distinguiamo fra due tipi di vincoli:

- Vincoli "HARD” : non possono essere assolutamente
violati (es: capacita di un magazzino)

- Vincoli “SOFT": una loro violazione & tollerabile,
anche se c'é una penale da pagare (es: il fattore di
rischio di un investimento & maggiore del dovuto)
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O — Vincoli soft

Esempio: Abbiamo a disposizione 200 kg di
legno, ma se necessario possiamo comprarne
quantita aggiuntive al prezzo di 20 €/kg

“ammorbidimento”

~__—"del vincolo

) usa,jlegno; < 200(+ legnogygq

Costo = ZC]- * usaj —|— 20 * Iegnoadd

N

penalita
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9 — Vincoli soft

La variabile legno,,4 viene chiamata anche variabile
di panico

Il risolutore tendera a porre le variabili di panico
a zero

Qualora cid non sia possibile, fornira comunque una
soluzione al problema, rendendo positive alcune
variabili di panico

Se una certa variabile di panico & diversa da zero

nella soluzione ottima, possiamo provare ad aumentare
la penalita per capire se il vincolo corrispondente deve
essere davvero violato per avere una soluzione
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Problema del prestito

La nostra ditta, all'inizio della propria attivita,
pur disponendo di un capitale iniziale di 50 k€,
deve decidere I'entita di un prestito da
richiedere al Monte dei Paschi. Supponendo
che l'interesse sia del 4% annuo, |'obiettivo & di
minimizzare gli interessi restituiti alla banca.

Si ha una stima dei pagamenti e degli introiti
che la nostra ditta dovra effettuare nei prossimi
12 anni.

Spese (k€): [40 40 40 40 25 20 20 20 20 20 37 40]
Profitti (k€): [30 30 20 22 22 40 40 40 40 40 40 40]
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Modellistica

““decidere I'entita del prestito” I

——variabile di ottimizzazione

“minimizzare glijinteressi restituiti” I

. funzione obiettivo

“interesse annuale del 4%" I E una funzione

lineare 7
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Modellistica

“Si ha una stima dei
pagamenti e degli introiti”

vincoli di bilanciamento

Osservazione: la cassa non

deve mai diventare negatival |~ Lower bound:
o e il capitale > 0O !

Dobbiamo esprimere |I'evoluzione del capitale a
disposizione della ditta sull’arco temporale dei 12 anni
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Scelta delle variabili

prestito Entita del prestito
rata, Rata pagata durante I'anno z-esimo
cassa; Capitale a disposizione nell’anno i-esimo
1 =1 ... N
N=12, I%=4
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Interessi

Abbiamo supposto che gli interessi siano a tasso fisso

In realta, essendo 1% e N parametri fissati, vale la
relazione seguente, dove K € una costante:

rata; = prestito >|<I E un vincolo lineare
(di contabilita)

sembra non lineare ...
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Funzione obiettivo
Minimizzare gli interessi restituiti:
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Vincoli di bilanciamento

I flussi di cassa si devono bilanciare:

1) Alla fine del primo _anno
prestito)+4(profitto

iniziale

\ variabili

dati del problema

2) negli anni successivi \

end
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Modello del problema

min Interessi I

N
SOJg. a | Interessi = Y rata

cassaj; = iniziale + prestito 4 profitto; — spesa; — rata;
fore=2...N

~ i~ Al
crid
fAar » — 1 N
VI ¢ — 41 « LV
1%
. = i 100
rata; = prestito * — o
+7\+T 700/ J
end
fori=1 N
cassa; > 0
end

N=12, I%=4
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Modello MOSEL

mutuo.mos

model "Mutuo"
uses "mmxprs"

declarations
N = 12 ! Arco temporale (anni)
ANNI = 1..N
SPESA: array (ANNI) of real Spese
PROFITTO: array (ANNI) of real Profitti
I: real Interesse annuale del mutuo (%)

prestito: mpvar Importo del mutuo richiesto
rata: array (ANNI) of mpvar Rata del mutuo

cassa: array (ANNI) of mpvar Capitale disponibile in cassa
end-declarations

|
|
|
INIZIALE: real ! Capitale iniziale
|
|
|

initializations from 'mutuo.dat'
SPESA PROFITTO I INIZIALE
end-initializations
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Dati del problema

mutuo.dat

SPESA: [40 40 40 40 25 20 20 20 20 20 37 40]
PROFITTO: [30 30 20 22 22 40 40 40 40 40 40 40]
I: 4

INIZIALE: 40
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Modello MOSEL

Definizione dei vincoli

! Funzione obiettivo: interessi restituiti
Interessi:= sum(i in ANNI) rata(i) - prestito
! Relazione fra mutuo e rata
forall (i in ANNI) do
rata (i) =prestito* (I/100)/(1-((1+(I/100))"(-N)))
end-do
! Bilancio alla fine del primo anno

rata (1)
! Bilancio alla fine del generico anno k-esimo
forall(i in ANNI| i>1) do

cassa (i) = cassa(i-1) - SPESA(i) + PROFITTO (1)
end-do

minimize (Interessi)

cassa(l) = prestito + INIZIALE - SPESA(1l) + PROFITTO(1) -

- rata (i)

! Risolvi i1l problema: arricchire il meno possibile la banca
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Risultati

File MOSEL: mutuo.mos

Importo del prestito: 44.9449
Capitale restituito: 12.5228
rata | cassa
Anno 1: 4.78897 | 70.1559
Anno 2: 4.78897 | 55.3669
Anno 3: 4.78897 | 30.5779
Anno 4: 4.78897 | 7.78897
Anno 5: 4.78897 | 0
Anno 6: 4.78897 | 15.211
Anno 7: 4.78897 | 30.4221
Anno 8: 4.78897 | 45.6331
Anno 9: 4.78897 | 60.8441
Anno 10: 4.78897 | 76.0551
Anno 11: 4.78897 | 74.2662
Anno 12: 4.78897 | 69.4772
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Infeasibility

Il problema pud diventare non ammissibile 7

SPESA: [40 40 40 40 25 20 20 20 20 20 37 40]
PROFITTO: [30 30 20 22 22 30 20 20 30 20 30 40]
I: 4
INIZIALE: 40
olx|
0 |Current optimization statistics. I~ AutoHide
Prosoved: et Interessi restituiti: 0
owslconstiaints]: 24
Colurins|varisblest 25 Importo del prestito: 0
Monzero elements: 60
Global entities: i Rata del mutuo:
?w _ g Anno 1l: 0 - Cassa: O
&t members: 1]
Ovwerall status Finished LP relaxation. Anno 2: 0 - Cassa: 0
e - Anno 3: 0 - Cassa: O
relazation:
ithm: - - Anno 4: 0 - Cassa: O
Algorithm: Simplex primal
Simplex iterations: 0 / / e 5. 0 - Cassa: 0
Obijective: 0 : °
Sats: Anno 6: 0 - Cassa: 0
Tine oo Anno 7: 0 - Cassa: O
Anno 8: 0 - Cassa: O
: : Anno : 0 - Cassa: O
Problem infeasible !!! 2 c
Anno 10: 0 - Cassa: O
Anno 11: 0 - Cassa: O
J Output/Anput Stats | I atrix J Objective Anno 12: 0 - Cassa: 0
MIF search BE tree ] SLP ] Uszer graph ]
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Vincoli soft

Rimuoviamo il vincolo che impone cassa, > 0,
supponendo di ricorrere se necessario a dei prestiti
aggiuntivi. I prestiti sono molto costosi: per

ogni euro preso a prestito, devono essere restituiti
(14F) euro.

Vincoli soft: L
variabile

di panico
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Vincoli soft

Il problema sara sempre ammissibile, ma il costo
si modifica:

12 12
Interessi = »  rata; — prestito + ) |F |« emergenza;
i=1 i=1

valore molto elevato
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Modello con vincoli soft

min Interessi I

sogg. a

N

Interessi = Y rata; — prestito + Y12, F * emergenza;
i=1

cassaj; = iniziale + prestito 4 profitto; — spesa; — rata;

fore=2...N

cassa; = cassa;_1 + profitto; — spesa; — rata;

end
fore=1...N
1%
rata; = prestito * o
i=P 1-(1+488)~)
end

‘fori=1...N
cassa; + emergenza; > 0
.end

N=12, [% =4
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Soluzione

SPESA:
PROFITTO
I: 4
INIZIALE

File MOSEL:

mutuo2.mos

[40 40 40 40 25 20 20 20 20 20 37 40]

: [30 30 20 22 22 30 20 20 30 20 30 40]
F:1.5

: 40
Importo del prestito: 31.3703
Capitale restituito: 33.2079

rata | cassa | emergenza

Anno 1: 3.34257 | 58.0277 | 0
Anno 2: 3.34257 | 44.6851 | 0
Anno 3: 3.34257 | 21.3426 | 0
Anno 4: 3.34257 | 0 | o
Anno 5: 3.34257 | -6.34257 | 6.34257
Anno 6: 3.34257 | 0.314855 | 0
Anno 7: 3.34257 | -3.02772 | 3.02772
Anno 8: 3.34257 | -6.37029 | 6.37029
Anno 9: 3.34257 | 0.287137 | 0
Anno 10: 3.34257 | -3.05544 | 3.05544
Anno 11: 3.34257 | -13.398 | 13.398
Anno 12: 3.34257 | -16.7406 | 16.7406
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Programmazione lineare
mista-intera (MILP)

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”

A. Bemporad - 17

aprile 2008




Modellistica MILP

Oltre alle variabili reali continue, si hanno a disposizione
nuovi tipi di variabili:

intere

binarie

semicontinue

SOS (special ordered sets)

Si possono modellare una gamma molto estesa di nuovi
vincoli ! In particolare:

vincoli logici
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Variabili intere

Le variabili intere possono assumere valori soltanto
nell'insieme dei numeri naturali N = {0,1,2,...}

r € N

E un vincolo molto comune e del tutto naturale.

Esempi:
Numero di persone assegnate ad un progetto
Numero di impianti di produzione impiegati
Numero di lotti prodotti
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Variabili semicontinue

Una variabile semicontinua o € nulla, oppure assume
un valore maggiore di una certa quantita x

min
O L min
I'insieme dei valori possibili
L e discontinuo

Permettono di esprimere delle situazioni reali molto
frequenti. Esempi:

Se vendo, devo vendere almeno una certa quantita
Livelli di produzione minima per garantire un profitto
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Altri tipi di variabile
Esistono altri tipi di variabile non reale. Ad esempio:

Special Ordered Sets SOS1 e SOS2

Riconoscerle € importante per facilitare la risoluzione
del problema di ottimizzazione.

Dal punto di vista della sola modellistica, possiamo
focalizzare I'attenzione soltanto sulle variabili continue
e intere.
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Il problema del ladro

Un malvivente decide di derubare un
supermercato. La capacita del
bagagliaio del suo furgoncino é di
500 litri. Dato che dei prodotti
disponibili si conosce il prezzo e la
quantita sugli scaffali, quali prodotti
conviene scegliere e in quale quantita
per ricavare un bottino il piu
redditizio possibile 7

(applicazione: problemi di stoccaggio)
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Modellistica

“...quali prodotti e in quale quantita l
Variabili intere
S riabili inter
take; € N I

Funzione obiettivo

T ProfitZZvaluei*takei I
“...bagagliaio di 500 litri..."” I Vincoli di spazio

T Zvolumei x take; < 500 I
“...quantita disponibile ...” I

\

take; < quantity; I

“...bottino il piu costoso possibile...’
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Prodotti disponibili

Prezzo per Vol. per pezzi

unita (€) unita (litri) disponibili
TV 120 80 2
DVD 60 20 3
Lavatrice 150 100 3
Detersivo 6 20 50
Cioccolata 0.55 0.3 80
Profumo 10 0.5 10
Conf. Latte 12.40 12 150
(12 pezzi)

value, volume, quantity,
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MaxXx

S0gg.a

Modello del problema

Profit

=1

fore=1...N
items; < quantity;

. s o 1 T
vt — 1...1V

take; € N

N
> volume; * take; < 500
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Modello MOSEL

(file: 1ladro.mos)

VALUE: array(ITEMS) of rea] 9271 .85 €
VOLUME: array (ITEMS) of rea
QMAX : array (ITEMS) of rea ,
IDecision variables TV: 1 (di 2)

take: array (ITEMS) of mpv| DVD: 3 (di 3)

end-declarations Lavatrice: 3 (di 3)

portandosi via ...

10bjective function Detersivo: 0 (di 50)
Profit:= sum(i in ITEMS) VALUE(i)*ta Ciloccolata: 63 (di 80)
!Constraints Profumo: 10 (di 10)

sum(i in ITEMS) VOLUME (i) *take (i) <=
forall (i in ITEMS)

take (i) <= QMAX (1)
IDecision variable type
forall (i in ITEMS)

take (i) is_integer |
!Solver call
maximize (Profit)

Latte: 3 (di 150)

declarations
ITEMS = 1..7
SMAX = 500
|Data arrays I1 ladro ricava un bottino di...
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Risoluzione di problemi misti-interi
. / /
min x+ do .
f T E un problema
s.t. Ax+ Bdé <c¢ facile da risolvere ?
r e R" 6€{0,1}"
Alcune variabili sono continue, altre binarie|
Proviamo ad enumerare tutte le possibili
combinazioni di variabili intere e scegliamo
quella migliore !
Dobbiamo risolvere un LP per ogni combinazione
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Esplosione combinatoria

e Enumerare tutte le alternative possibili
SpPEesso e impossibile

* Si ha |la cosiddetta “esplosione
combinatoria” delle possibili alternative

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione” 45
A. Bemporad - 17 aprile 2008

Esplosione combinatoria - Esempio

e Trovare il minimo percorso che copre 10 localita

« Supponiamo di avere un ‘super-computer’ in
grado di analizzare un milione di alternative al
secondo

 La risposta viene determinata in circa 3 secondi
(10! =~ 3.6*10°)
e Adesso supponiamo di volere coprire 20 localita

* Lo stesso computer impiegherebbe 77.000 anni
per trovare la soluzione ! (20! ~ 2.4*1018)
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Risoluzione di problemi misti-interi

L’enumerazione non & una via percorribile:

Se abbiamo m variabili binarie, dovremmo risolvere
ben 2™ problemi LP |

Esempio: supponiamo che in media riusciamo a
risolvere un LP con 10 variabili in 0.03s e un LP
con 20 variabili in 0.12s

Un MILP con 10 variabili reali 4+ 10 binarie
richiederebbe 210 * 0.03s ~ 30s
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Algoritmi di Branch & Bound

Esiste il modo di evitare di esplorare tutte le
combinazioni possibili di variabili intere.

Gli algoritmi di branch & bound, risolvendo una
sequenza di problemi LP, evitano di enumerare
tutte le possibili combinazioni, permettendo di
poter risolvere problemi di ottimizzazione con
variabili intere in maniera efficiente.

Purtroppo non sono altrettanto efficienti dei risolutori
di problemi lineari a variabili continue.
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Algoritmo di Branch & Bound

Viene risolto un problema ‘rilassato” in cui tutte le variabili
binarie 6 sono considerate come continue, 0 < 6 < 1. La
soluzione di tale problema fornisce una stima per difetto
(lower bound) del valore ottimo della soluzione.
Purtroppo, nella soluzione del problema rilassato puo
accadere che alcune delle variabili binarie & abbiano valori
frazionari.

Si dirama (branch) la ricerca spezzando il problema in due
sottoproblemi: uno in cui una certa variabile binaria € posta
=0, l'altro in cui & posta =1.

Ciascuno dei sottoproblemi viene rilassato a sua volta, e
suddiviso ulteriormente se necessario scegliendo un'altra
variabile binaria per diramare la ricerca

Vantaggio rispetto all’enumerazione completa: spesso si riescono ad
eliminare molte diramazioni usando il bound del valore ottimo
trovato via via.
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When pauzed, highlight nodes branching on |
MIP search BB hee | SLP ] IUzer graph ]
Output/nput ] Stats J b atrix J Objective J
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Traduzione di vincoli logici in
disuguaglianze (miste-)intere lineari

(Glover 1975, Williams 1977, Hooker 2000)

Any logic statement

f(X) =TRUE 1<) &4+ >, (1-4)
[ 1€P 1€EN1
m ;
/\ (\/ieiji VieN; _'Xi) (CNE) l 1< Z 0; + Z (1-9¢;)
j=1 VCNF) . .
1€EPm, 1ENm
N, P, C{1,...,n}

Hlze(k) — W' < M'(1—6%)

[Gi(k) = 1] [Hia(k) < W] == {H%c(k)_wi > mis

a1z + biu+ f1
—a1r —biu — f1
axx + bou + f2

—asr — bou — fo

IF [6=1] THEN z=alz+bJu+ f1

mo — M 1—90)—=z

(mo — M1)6+ 2
(my — M2)6 — =2

! (m1 — M3)(1 —-6) + =

IATAIAIA
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Formule logiche: Approccio simbolico

0. Data una formula logica F(X1,X5,...,Xn) = TRUE

1. Si converte in Conjunctive Normal Form (CNF):

m
ALV Xi V Xi| =TRUE
j=1 \ieP; i€N;

2. Si trasforma in disuguaglianze:

s+ DY (1-6) > 1

i€ Py i€Ny poliedro
=) [A0<D, 6€{0,1}"|

s+ D) (1—50‘ Z 1

1€Pm 1€ENm

c Any logic proposition can be translated into linear integer inegs.
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Formule logiche: Approccio simbolico
Esempio: F(Xq1,X5,X3) = [X3 < X1 A X>5]

1. Si converte in Conjunctive Normal Form (CNF):

(ad esem piO: http://www.oursland.net/aima/propositionApplet.html

oppure cerca [CNF + applet] su Google ...)

(X3 VX1V —|X2) AN (Xl V —|X3) AN (XQ V —|X3)

2. Si trasforma in disuguaglianze

3+ (1—-61)+(1—-62)>1
61 +(1—-463)>1
oo+ (1—-463)>1
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Formule logiche: approccio geometrico
Formula booleana poliedro

F(X1,Xs,...,X,) = TRUE | => |46, 56{0,1}”|

Il politopo P ={é: Aé < b} e dato dall'inviluppo convesso
(convex hull) delle righe della tabella di verita T associata alla
formula F(X1,...,XnN)

Ao gl

—> P: {6: A6 <b}, 6 €{0,1}"

Algoritmi di convex hull: edd, 1lrs, ghull, chD, Hull, Porto
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Formule logiche: approccio geometrico
Esempio: “AND’" logico

F(X1,X2,X3) = [X3 < X1 A X?] * 05 (1.1,1)
X1 | X2 | X3
0 >
T: 4 1 b
g O >
a1 11 1~ | Ol10)et /.
Idea chiave: O,

I punti bianchi non sono
contenuti nell'inviluppo convess

dei punti neri
1 1 —01+d63 <O
, 10,1 =<9 —do+d03 <O

J o] [1]) | d1+d2—-d3 <1

(g0,0,0) (1,0,0)

o O
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Confronti fra gli approcci
* Il politopo ottenuto con l'inviluppo convesso € minimale
* Il politopo ottenuto tramite CNF potrebbe essere piu grande.
Ad esempio:
(X1 VXo)A(X1VX3)A(XoV X3) =TRUE
[0,0.01 H///
convex hull
vertice spurio
in (0.5,0.5,0.5)
Nota: I'unico altro esempio con 3 vars & (X1V X3)A(X1VX3)A(XaVX3)A(X1Vv XV X3)
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Problema dello zaino

Stiamo pianificando un trekking in
montagna per il fine settimana.
Intenderemmo portare una serie di
oggetti, ma ci troviamo di fronte al
dilemma di dovere scegliere quali
effettivamente inserire nello zaino, in
modo tale da non superare i 9 kg.

oggetti 1)sacco a pelo 8) vivande
disponibili 2)materassino 9) ricambi
3)bussola 10) sapone
4)giacca 11) asciugamano
5) fornello 12) pane
6) 3)
7)
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Problema dello zaino

Assegniamo a ciascuno degli oggetti un certo
valore. L’'obiettivo &[massimizzare il valore |
totale, [senza eccedere perd un peso|

complessivo massimo. Quali oggetti
dobbiamo portare 7

Decisione binaria

Vincoli sulle risorse

v

funzione obiettivo

! Articolo: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
VALORE:= [11, 9, 12, 8, 8, 6, 2, 6, 1, 4, 3, 5, 6]
PESO: = [ 4, 2,0.2, 2,1.5,0.5,0.2,3.5,0.3,0.2,0.8, 1, 0.1]
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Modello

massimizza Vanretotl

s0gg. a N .
Valoretot = > valore; x prendi;
i=1
N .
> peso; x prendi; < PESOmax
i=1

prendi; € {0,1},V1=1...N

Niente di nuovo rispetto al problema del ladro ...
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Risultato

(file: zaino.mos)

Soluzione:

Valore ottimo: 118

Peso dello zaino: 8.5
prendi (sacco a pelo): 1
prendi (materassino) : 0
prendi (bussola): 1
prendi (giacca): 1
brendi fornello) : d

prendi (piatti): 1 * ‘?

prendi (posate) : 1 < .

[prendi (vivande) : 0 )

prendi (ricambi) : 1 Occorre aggiungere
prendi (sapone) : 1 dei vincoli logici !

prendi
prendi
prendi

asciugamano) : O
pane) : 1
accendino) : 1

—~ e~ o~ o~ o~~~ A~~~ ~ —~

!
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Vincoli logici

Aggiungiamo dei vincoli logici:

“se non prendo le vivande, non devo prendere neanche i piatti”

“se non prendo le vivande, non devo prendere neanche le posate”

“se non prendo le vivande, non devo prendere neanche il fornello”

= prendi ("vivande")
prendi ("vivande")
<= prendi ("vivande")

prendi ("piatti") <
prendi ("posate") <
prendi ("fornello")
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Vincoli logici

“se prendo il fornello devo prendere anche |'accendino”

“se non prendo il sapone non prendo i ricambi”

prendi ("accendino") >= prendi ("fornello")
prendi ("ricambi") <= prendi ("sapone")
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Risultato

(file: zaino2.mos)

Soluzione:

Valore ottimo: 112

Peso dello zaino: 8.6
prendi (sacco a pelo): 1
prendi (materassino) : 0
prendi (bussola): 1
prendi (giacca): 1
prendi (fornello): 0
prendi (piatti): O
prendi (posate) : 0
prendi (vivande) : O
prendi (ricambi) : 1
prendi (sapone) : 1
prendi (asciugamano) : 1
prendi (pane) : 1

prendi (accendino) : 1
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Ulteriori modifiche al modello
Aggiungiamo un altro vincolo logico:
“se prendo sacco e materassino aumento di 410 il valore”I
Definiamo una nuova variabile binaria:
dormibene = prendi ("sacco a pelo") AND
prendi ("materassino") A =B AND C
dormibene <= prendi ("sacco a pelo")
dormibene <= prendi ("materassino") a <b
dormibene >= prendi ("sacco a pelo") + a < c
prendi ("materassino") - 1 a > b+c-1

ValoreTot < ValoreTot + lo*dormibenel
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Ulteriori modifiche al modello

Aggiungiamo un altro vincolo logico:

“se non prendo cibo diminuisco -10 il valore” I

Definiamo una nuova variabile binaria:

cibo = prendi ("vivande") OR

prendi ("pane")

cibo >= prendi ("vivande")

cibo >= prendi ("pane") a >
cibo <= prendi ("vivande") + a >
prendi ("pane") a < b+c

ValoreTot <+ ValoreTot - 10* (1l-cibo)
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Risultato

(file: zaino3.mos)

Soluzione:

Valore ottimo: 112

Peso dello zaino: 8.6
prendi (sacco a pelo): 1

prendi (materassino) : 1
prendi (bussola): 1
prendi (giacca): 0
prendi (fornello): 0
prendi (piatti): O
prendi (posate) : 0
prendi (vivande): O
prendi (ricambi): 1
prendi (sapone) : 1
prendi (asciugamano) : 1
prendi (pane) : 1
prendi (

accendino) : 1
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Problemi di trasporto
(ground transport problems)
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Problemi di Trasporto

Sono esempi classici in cui |'ottimizzazione fornisce
soluzioni utili e in maniera molto efficiente

Tipicamente I'obiettivo € minimizzare il costo
dovuto al trasporto di merci su gomma o
rotaia, pianificando in maniera ottima

(1) le locazioni per i depositi e le fabbriche e
(2) gli itinerari da seguire.
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Esempio: Autonoleggio

Una compagnia di autonoleggio ha una flotta di
146 veicoli distribuiti su 17 agenzie. Dopo alcuni
mesi di movimenti di auto da un’agenzia all'altra,
Si vuole determinare come ridistribuire i veicoli in
modo che ve ne siano un certo numero per
agenzia, minimizzando i costi complessivi,
assumendo un costo di 0.50 € per km,

o : . T T . 5
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D [ t I . tt c
AN AO BA BO CcB FI GE AQ Mi NA PG Pz RC RM TO ub VE
Ancona 609 466 572 764 260 188 423 257 401 143 464 855 308 544 412 300
Aosta 609 1063 536 1292 471 785 783 354 940 622 1060 1383 740 118 556 449
Bari 466 1063 1026 348 662 407 877 711 255 567 140 439 412 998 866 754
Bologna 572 536 1026 923 101 393 206 206 570 253 668 1014 370 327 265 158
Campo- 764 1292 348 923 472 702 736 570 137 377 201 542 222 857 725 613
basso
Firenze 260 471 662 101 472 230 3115] 295 468 151 607 912 268 400 365 258
Genova 188 785 407 393 702 230 555 253 707 389 846 1150 507 170 509 402
423 783 877 206 736 315 555 433 238 175 377 681 122 720 588 476
L'Aquila
Milano 257 354 711 206 570 295 253 433 764 447 875 1208 564 138 383 276
Napoli 401 940 255 570 137 468 707 238 764 373 158 462 219 869 834 727
. 143 622 567 253 377 151 389 175 447 373 512 817 173 551 439 327
Perugia
Potenza 464 1060 140 668 201 607 846 377 875 158 512 390 358 995 863 752
Reggio 855 1383 439 1014 542 912 1150 681 1208 462 817 390 662 1312 1278 1171
Calabria
Roma 308 740 412 370 222 268 507 122 564 219 173 358 662 669 634 527
Torino 544 113 998 327 857 400 170 720 138 869 551 995 1312 669 512 405
Udine 412 556 866 265 725 365 509 588 383 834 439 863 1278 634 512 127
Venezia 300 449 754 158 613 258 402 476 276 727 327 752 1171 527 405 127
o . . T T . 5
corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione 20

A. Bemporad - 17 aprile 2008




Agenzie di autonoleggio

Auto disponibili:

BA BO CB FI Pz RC RM TO UD

VE

4 8 12 2 9 3 12 11 4

3

Auto richieste:

AN AO BA BO CB FI GE AQ MI Pz RC RM TO

‘10 6 8 11 9 7 15 7 9 12 3 1 2 16 15
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Modello matematico
Vincoli da soddisfare:
“... Vvé ne siano un certo numero per agenzia...”
Variabili di ottimizzazione
“...determinare come ridistribuire i veicoli ..."”
Funzione obiettivo:
Y. minimizzando i costi complessivi ..."”
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Modello matematico

Variabili di ottimizzazione

move;; € {CIT,CIT} | CIT= {1,2,...,17}

move,; = quante auto spostare dalla citta #i
alla citta #y

Vincolo di interezza: | MOVE;; € N I
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Vincolo di bilanciamento

T =R

stock; > NEED; Vie CIT |
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Variabili di contabilita

Nota che abbiamo una variabile di contabilita:

stock; |

Per come abbiamo definito il problema, le
variabili stock, non hanno necessita di essere
definite come intere !

stock; = AVAIL; + )  movej; — > move;;
jECIT JjECIT

Il vincolo di contabilita impone gia automaticamente
la natura intera di stock,
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Funzione obiettivo

Il costo totale per il trasporto dei veicoli da
un'agenzia all’altra:

ost= )  0.5xDist;; * movej;
§i€CIT
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Formulazione del problema

min Cost= > 0.5« Distij * Move,;
ji€CIT

stock; = AVAIL; 4+ > move; — > move;;
sogg. a ’ ' ecrT N el “

stock; > NEED,; Vie CIT

move;; € N VijelIT
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Modello MOSEL
declarations
CIT = 1..17
DIST : array(CIT,CIT) of integer
AVAIL : array(CIT) of integer
NEED : array(CIT) of integer
move : array(CIT,CIT) of mpvar
stock : array(CIT) of mpvar
end-declarations
initializations from 'ground.dat'
DIST AVAIL NEED
end-initializations
Cost := sum(i,j in CIT) O.5*move(i,j)*DIST(i,])
forall (i in CIT)
stock (i) = AVAIL(i) + sum(j in CIT) move(j, i)
- sum(j in CIT) move(i,j)
forall (i in CIT)
stock (i) >= NEED (i)
bl =T, ] 1n CLT)
move (1,73) is_in@ Solo queste sono dichiarate
minimIZeteese) come variabili intere
end-model
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Soluzione

Il costo totale e' 2207.5 euro
Mosse ottime:
o 0 o o o o o o o o o o o o o o0 o
o o0 o o o o o o o o o0 o o o 4 o0 o
o o o o o o o o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o 3 0 o o o o0 o0 O
o o0 o o o o o o o o o o o o o o0 o
o 0 o o o o o0 o o o o o o o o o0 o
o o o0 o o o o o O O O o o 4 o0 0 O
o o o 3 o o0 1 o o o o0 o o o o o0 1
o o o o0 o0 o o o o o0 o0 o o o0 o0 o0 o Dopo gli spostamenti:
2 0 0 0 0 5 0 0O 0O 0 O O 0 0 o0 o0 O in stock / richieste
o 0 4 o 0 0O O O O 2 0 0O o0 o o0 0 O
00 0 0 0 0 0 0 O0 0 0 O 0O 0O O 0 O 10/10, 9/6, 8/8, 11/11,
00 0 0 0O 0 O 0 0O 0 O 0 O 0 0 0 O 9/9, 7/7, 15/15, 7/7,
o o o o o o o o o o o o o o o o o 10/9, 12/12, 3/3, 3/1,
o o o o o o o o o o o o o o o o o 3/2, 16/16, 15/15, 4/4,
o o0 o o o o o o o o o o o o o o o 4/4
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Problemi di trasporto

I problemi di trasporto godono di una proprieta
molto interessante:

“Il. metodo del simplesso per risolvere un LP a

variabili continue trova sempre una soluzione intera”

Questo vuol dire che i problemi di trasporto,
sebbene siano definiti come problemi MILP
(=problemi difficili), possono essere risolti come
LP (=problemi facili).
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MOSEL

declarations
CIT = 1..17
DIST : array(CIT,CIT) of integer
AVAIL : array(CIT) of integer
NEED : array(CIT) of integer
move : array(CIT,CIT) of mpvar
stock : array(CIT) of mpvar
end-declarations
initializations from 'ground.dat'
DIST AVAIL NEED
end-initializations
Cost := sum(i,j in CIT) O.5*move(i,j)*DIST(i,])
forall (i in CIT)
stock (i) = AVAIL(i) + sum(j in CIT) move(j, i)
- sum(j in CIT) move (i, j)
forall (i in CIT)
stock (i) >= NEED (i)

E stato eliminato il
minimize (Cost) vincolo di interezza

end-model

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”

A. Bemporad - 17 aprile 2008 e
Soluzione
Risultato MILP
I1 costo totale e' 2207.5 euro
Mosse ottime:
00 0000 0O O OO OGO OTU OO0 O0 0 O
00 00 00O O OO OGO OO O 4 0 0
0 00 0 0 0 0 0 0 O 00 0 0 0 Risultato LP
c 00 0 0 0 0 0 0 0 00 Il costo totale e' 2207.5 euro
00 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0|y o Criino.
©c 0 00 0 0 00 0 0 0 0 0
©c 0 00 0 2 0 0 0 0 4 0 0
©c 0 00 0 0 00 0 0 0 0 0
3 00 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 O
00 0 0 0 0 O
00 0 0 0 0 O
0 0 0 0 4 0 0 0
L. . 00 0 3 0 01 00 O0O0O0O0TO0CTO0O O0 1
i risultati 00 0 000 O O OO OOTU O0OTUO0OTUO0O0 0 O
Sonoidenﬂci 2 00 0050 00 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0 0 OO0 2 000 O0 0 0 O
corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione” 82

A. Bemporad - 17 aprile 2008




Linearizzazione di
funzioni obiettivo
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Funzioni obiettivo razionali

Abbiamo gia visto vincoli sulla qualita e di miscela-

zione, che sono vincoli sul rapporto di variabili

o = N
Esempio: vincolo sulla qualita 2i=1 Cii

N

< Cmedia

N
Supponendo > z; > 0, € possibile riscrivere il vincolo

=1

come vincolo lineare:

N N
Z ¢iTi < Cmedia Z x;

Vediamo adesso come trattare rapporti di variabili

nella funzione obiettivo

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
A. Bemporad - 17 aprile 2008

84




Funzioni obiettivo razionali

Esempio:

La ditta Metalli S.p.A. ha ricevuto un
ordine di 500 tonnellate di acciaio da
usare per la costruzione di una nave.

L'obiettivo e determinare la

composizione che minimizza la
percentuale di zolfo, soddisfacendo i
vincoli sulle caratteristiche di
composizione.

L'acciaio deve avere determinate
caratteristiche di composizione.

La ditta dispone di sette tipi diversi
di materiale grezzo da utilizzare per
la produzione di questo acciaio.

s gt s
Dati a disposizione

Mat. grezzo | C% |Cu% |[Mn% | Tons |S%
Iron 1 2.5 0] 1.3 400 0.5
Iron 2 3 0] 0.8 300 0.76
Iron 3 0] 0.3 0] 600 0.3
Copper 1 0 90 0 500 |1.2
Copper 2 0 06 1.2 200 |1.1
Aluminium 1 |0 0.4 1.2 300 (0.3
Aluminium 2 |0 0.6 0 250 1]0.45
Composizioni %, quantita disponibili, % di zolfo
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Funzione obiettivo razionale

min Zolfo%

sogg. a: ZAijusej < b; |

l

rappresentano
i vincoli originali ——
del problema

-
> use; = produce
J=1

produce > 500

brd

for j=1...7
usej < Rj
end
fori=1...3
7
> Pjuse; > Pmin; x produce
=1

7
>. Pjjuse; < Pmax; * produce
Jj=1

end

funzione non
lineare delle

Z u sej variabili !
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Cambio di variabili

Q.
|

ZEJ‘:

1) abbiamo aggiunto una nuova variabile: d

2) abbiamo abbandonato le vecchie variabili use;
per sostituirle con le nuove variabili z;
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Cambio di variabili

Considerando la variabile d come libera, otteniamo
un vincolo lineare sulle variabili T

5 o l=) usejxd=3 u;

NnUovo vincolo lineare

da aggiungere al problema

Moltiplicando i vincoli originali a destra e a sinistra per la quantita
d (d>0), otteniamo dei vincoli equivalenti in z,d:
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Cambio di variabili

Funzione obiettivo:

S x use;
min Zolfo% = 2.5 = ZS]- * T

D USE;

L ., . . . . Programma
Tutti i vincoli (=quelli originali 4 il Lineare

NUOVO VIiNColo) possono essere espressi
come un insieme di disuguaglianze
lineari sulle variabili T, d.
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Costi variabili 1 (economies of scale)

Considera il seguente esempio: i prezzi del legno sono
fissati come segue:

0-100 kg 0.99 € /kg | scala dei prezzi
100-200 kg 0.95 €/kg
200-400 kg 0.90 €/kg
+400 kg 0.80 €/kg

Nota: non vengono effettuati sconti in blocco! I primi
100 kg sono sempre pagati 99 €, indipendentemente
dal fatto che se ne comprino quantita maggiori

Come esprimere la funzione di costo 7

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Costi variabili 1

Occorre introdurre delle variabili continue z,, x,, =3, x, €

binarie by, b,, bs, b,

A

Costo T = xtx,t+x3t+1,
. by=0b;=1 | x; = quantita
by=01b,=1 | acquistata
: : C,
by =0 [by =1 s al prezzo C,

100 200 400
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Costi variabili 1

Costo = Cix1 + Coxo + C3x3z + Cyxa |

100 x by < 1 < 100 * by
(200 — 100) *x b3 < x5 < (200 — 100) * bo
(400 — 200) * by < 23 < (400 — 200) * b3
a < Xmaz * bg
b1 > by > b3z > b4
r1,22,23,24 2> 0
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Costi variabili 1

Esempio:

100 x by <271 <100 x%b7
(200 — 100) * b3 < x5 < (200 — 100) * by
(400 — 200) * by < 23 < (400 — 200) * b3

2,=100, 2,=100, z, minore di 200'
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Costi variabili 2

Considera il seguente esempio: i prezzi del legno sono
fissati come segue:

0-100 kg 0.99 € /kg | scala dei prezzi
100-200 kg 0.95 €/kg
200-400 kg 0.90 €/kg
+400 kg 0.80 €/kg

Nota: vengono effettuati sconti in blocco! Maggiore
e la quantita acquistata, minore e il costo per kg

Come esprimere la funzione di costo 7

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Costi variabili 2

T = x1+TrtT3+x,

x; = quantita
acquistata
al prezzo C,

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Costi variabili 2

Definiamo le variabili b e x esattamente come prima:

100 x by < x1 < 100 % by
(200 — 100) * b3z < x5 < (200 — 100) * by
(400 — 200) * bg < z3 < (400 — 200) * b3
T4 < Xmaz * ba
b1 > by > b3 > 04
r1,T2,x3,24 > 0

e riscriviamo il costo come:

Costo = Chx * (by — bp) + Cox * (by — b3)
+C3z % (b3 — ba) + Cax x by

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Costi variabili 2

Costo = (Cqx = (bl — b2)—|— Cox * (bQ — bg)
—I—C3$ >l<\(b3 — b4) + 0430 %k b4

.
\
Il vincolo b, , b, , by , b, impone che le uniche combi-
nazioni possibili siano [1000],[1100],[1110],[1111]
\

\
= uno soltanto dei quattro Txermini sara non nullo
\

<

OK, ma il costo non e lineare |

Abbiamo il prodotto fra variabili continue e binarie

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Prodotto variabili continue-binarie

Tecnica del “big-M":

x>0
Z:.fU*bI z>0

b € {0,1}

pud essere modellato come

z<x
z>x—Mx*(1-0)
z < M *xb

sotto l'ipotesi che M sia scelto sufficientemente grande,
in Modo che sia sempre z < M
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Prodotto variabili continue-binarie
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Vincoli di cardinalita (counting)

E un vincolo (molto ricorrente) che limita il numero
di scelte discrete che possiamo decidere.

Associamo ad ogni opzione ¢, :=1,2,...,N, una variabile
binaria b;, b,c{0,1}

N ;
> b;< M | Possiamo scegliere al pit M opzioni
i=1 5

Y bj=M Dobbiamo scegliere esattamente M opzioni
i=1 f

Dobbiamo scegliere almeno M opzioni

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Problema del prestito

E un vincolo molto ricorrente. Facciamo un esempio:

Vogliamo aprire tre punti vendita, uno
a Roma, uno a Parigi e uno a Madrid.
Per realizzare il progetto abbiamo
bisogno rispettivamente di 2 M€, 2.5
M€ e 1.8 M€. Dobbiamo scegliere a
quali banche rivolgersi per un prestito.
In base a calcoli sui fattori di rischio,
ogni banca ha interessi diversi a
seconda del paese nel quale il progetto
verra realizzato. Siamo per0O costretti a
scegliere banche per i
prestiti. Ad uxa singola banca non

possiamo chiedere piu di 3.5 M€.

Vincolo di cardinalita

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Problema del prestito

Interessi applicati dalle banche e capitali necessari

Roma Parigi Madrid
Monte dei 5% 6.1% 6%
Paschi
Cassa di 6.3% 4.3% 5.6%
Risparmio di
Firenze
Abbey 3% 5% 6%
National
Bank
Capitale: 2 M€ 2.5 M€ 1.8 M€
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Problema del prestito
. . I;
min Z Z prestito;; * : N
) ) 1 — (1 4+ I .)—
1eShops jeBanche %,
soggetto a:
>, prestito;; = Prezzo;,Vi € Shops
j€eBanche
> prestito;; < Prestitomax * b;,Vj € Banche
1€Shops
> bj <2
jcBanche
Vincolo di cardinalita
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Problema del prestito - Risultato

Interessi complessivi: 948171
Roma: banca 3=2 MEUR;

Londra: banca 2=2.5 MEUR;
Madrid: banca 2=1 MEUR; banca 3=0.8 MEUR;

(file: prestiti.mos)
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Vincoli di “or" logico
Anche questi sono vincoli molto ricorrenti. Hanno
bisogno di variabili binarie per essere modellati.

Esempio:

Siamo interessati ad investire del
denaro per scopi pubblicitari, al fine
di ottenere un buon impatto
commerciale in TV o in radio...

Basta che sia soddisfatto almeno uno dei due vincoli
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Vincoli di “or" logico

Impatto minimo = 1.5

TV Radio Costo
Mediaset 0.5 0.3 250
RAI 0.4 0.35 200
Radio 0.0 0.5 50
Capital
MTV 0.3 0.2 100
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Vincoli di “or" logico
Vincoli sulle variabili buy(7):
3 buy (i) x Impact(i, TV) > Impactmin
1EMEDIA
oppure
3 buy(z) * Impact(i, RADIO) > Impactmin
tEMEDIA
3 buy(z) * Impact(i, TV) > b * Impactmin
itEMEDIA
3 buy(i) * Impact(i, RADIO) > (1 — b) x Impactnin
iEMEDIA
be{0,1}
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Vincoli di “or"” logico

Se almeno uno dei due vincoli € soddisfatto,
allora esiste un valore della variabile binaria b
ammissibile. Viceversa, se entrambe i vincoli non
possono essere soddisfatti, non esistono valori
ammissibili per b.

A

' buy(2)

Regione ammissibile
(non convessa)

>

buy(1)

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Problemi di assegnamento
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Gestione del personale

Pianificazione dei turni di lavoro (timetabling and personnel planning)

LLa gestione del personale pu0 essere vista
come un problema di distribuzione di risorse.

I dati a disposizione tipicamente sono:

e tassi di produttivita
 Ore lavorative
e vincoli sul personale

Le tecniche di ottimizzazione risultano molto utili
per risolvere tali problemi, anche se occorre fare
attenzione: gli uomini non sono risorse, quindi non
dobbiamo sottovalutare eventuali risvolti psicologici
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Assegnamento operatori/macchine

In un’officina esistono sei
macchine, a ciascuna delle quali
OCCOrre assegnare un operatore.
Sono stati prescelti sei operai, per
ognuno dei quali é stato effettuato
un test di produttivita su ciascuna
macchina. Le macchine lavorano in
parallelo, quindi |la produttivita
complessiva € la somma delle
produttivita di ciascuna macchina.
L'obiettivo € assegnare il personale
in modo da massimizzare la
produttivita
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Assegnamento operatori/macchine
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Dati di produttivita

Macchina

1 | 2|34 |56

1 13 | 24 | 31 | 19 | 40 | 29

2 18 | 25 | 30 | 15 | 43 | 22

% 3 20 | 20 | 27 | 25 | 34 | 33
gl 4 23 | 26 | 28 (18} 37 | 30
5 28 | 33 | 34 | 17\ 38 | 20

6 19 | 36 | 25 | 27 \45 24
Pezzi prodotti all'ora \ Unita?

Problema
dei dati

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Soluzione euristica

Molti problemi di ottimizzazione ammettono soluzioni
di tipo euristico in grado di soddisfare i vincoli imposti.

Soluzione euristica:

“Iniziando dalla macchina numero 1,
assegna a ogni macchina |I'operaio che ha il
tasso di produttivita piu alto”

LLa soluzione euristica € un algoritmo molto semplice

che pu0 essere implementato anche “a mano”

OTA: la soluzione dipende dall’'ordine scelto per le macchine.

NOTA

Inoltre, molto probabilmente, |la soluzione non sara ottimale.

Cor
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A.

Soluzione euristica in MOSEL

€clarations

| Copia degli insiemi OPERAI e MACCHINE

ALLP, ALLM: set of integer
! Valore totale di produttivita'

HProd: integer
pmax, omax,mmax: integer
arations
! Copia gli insiemi di operai e macchine
forall (p in OPERAI) ALLP+={p} Jd Pfl
forall (m in MACCHINE) ALLM+={m} O O
! Assegna operai alle macchine finche' esistono macchine €5C)VA P:Z}
while (ALLP<>{}) do C\ Xl
pmax:=0; mmax:=0; omax:=0 C)VA /(\yﬁ
! Trova la produttivita' piu' elevata fra quellcVA ()4(
forall(p in ALLP, m in ALLM) OX
if PRODUT (p,m) > omax then
omax : =PRODUT (p, m)
pmax:=p; mmax:=m
end-if

! Lo aggiunge alla produttivita' totale

HProd+=omax
! Rimuove la macchina e l'operai dai rispettivi insiemi

ALLP-={pmax}; ALLM-={mmax}

writeln(" ",pmax, " e' assegnato alla macchina ", mmax, " (", omax, ")")
end-do
writeln (" Produttivita' totale: ", HProd)

Nota: La soluzione euristica pud essere implementata in qualsiasi
linguaggio di programmazione, ad esempio in MATLAB

A
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Soluzione ottima

Utilizziamo un modello matematico per risolvere il
problema di assegnamento in maniera ottimale

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Modello matematico
“... sei macchine, a ciascuna delle quali Variabili di
OCCcorre assegnare un operatore...” ottimizzazione
“... Sono stati prescelti sei operai ..."” I Vincoli
“... per ognuno dei quali e stato effettuato | pati gel
un test di produttivita ..."” problema
0 . . e ea s " F i
... massimizzare la produttivita ... I obiottive
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A. Bemporad - 17 aprile 2008




Modello matematico

Prima di tutto dobbiamo scegliere le variabili di
ottimizzazione:

“...sei macchine, a ciascuna delle quali Difficile

occorre assegnare un operatore... rappresentare
poi il vincolo di

“_..Sono stati prescelti sei operai...” assegnare
soltanto UN

operatore per
F\><i - macchina
In% ? macchinap € {1,2,3,4,5,6}

assegna,,, € {0,1}
p=1,...,6 m=1,...,6
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Binarie?

Modello matematico

Vincolo:

... ogni macchina ha un solo operaio ... I

Ym e MACCHINE 3 assegnay,, =1
peOPERAI

... Ogni operaio ha assegnata una sola macchina I

Vp € OPERAI 3 assegna,, =1
meMACCHINFE

vincolo logico di “or” esclusivo
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Modello matematico

... ogni macchina ha un solo operaio ... I

Vm € MACCHINE : > a

Variabili binarie (0,1)
Almeno una variabile deve essere posta

Soltanto una variabile pud essere posta

...0gni operaio ha assegnata una sola macchina...’

Idem per il vincolo *“
121
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Funzione obiettivo

Profitto : ) > prod,,, * assegna,,, |
P m

LLavorazione in parallelo ...

PgOFITTO
PgOFITTO

122

PgOFITTO
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Problema di ottimizzazione

max Profitto : > > " prod,,, * assegna,,

p m
SO0gd. a Vme MACCHINE 3 assegna,, =1
pEOPERAI
Vo c OPERAL: . assegn,, = 1
mEMACCHINE

assegnay,, € {0,1}

E un problema di assegnamento (assignment problem)

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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declarations
OPERAI = 1..6 ! Personale
MACCHINE = 1..6 ! Macchine
PRODUT: array (OPERAI,MACCHINE) of integer ! Produttivita'
assegna: array (OPERAI,MACCHINE) of mpvar ! 1 se l'operaio e' assegnato
! alla macchina, 0 altrimenti
end-declarations
! Obiettivo: produttivita' totale
TotalProd:= sum(p in OPERAI, m in MACCHINE) PRODUT (p,m) *assegna (p,m)
! Una macchina per operaio
forall (p in OPERAI) sum(m in MACCHINE) assegna(p,m) = 1
! Un operaio per macchina
forall (m in MACCHINE) sum(p in OPERAI) assegna(p,m) = 1
forall(p in OPERAI, m in MACCHINE) assegna(p,m) is binary
! Risoluzione del problema
maximize (TotalProd)
Ccorso di “Modelli e metodi di ottimizzazione” 124
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Soluzione

Soluzione euristica (macchine
parallele) :

6 e' assegnato alla macchina 5 (45)

5 e' assegnato alla macchina 3 (34)

3 e' assegnato alla macchina 6 (33)

4 e' assegnato alla macchina 2 (26) .

1 e' assegnato alla macchina 4 (19) l—a SO|UZ|One

2 e' assegnato alla macchina 1 (18) ottima é& mig“ore

Produttivita' totale: 175

di quella euristica

(e non pu0 che
essere cosi )

Soluzione esatta (macchine parallele) :
1 e' assegnato alla macchina 3 (3

)

1)
2 e' assegnato alla macchina 5 (43)
3 e' assegnato alla macchina 4 (25)
4 e' assegnato alla macchina 6 (30)
5 e' assegnato alla macchina 1 (28)
6 e' assegnato alla macchina 2 (36)
Produttivita' totale: 193

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Problemi di assegnazione

E uno strumento molto utile per risolvere problemi del
tipo:

Orari dei corsi
Orari degli esami
Schedulazione dei turni di lavoro

Esistono molti esempi di applicazione in vari settori
(vedi ad esempio nel testo “Applications of optimization
with Xpress-MP")

Nota: quando non si hanno funzioni obiettivo da ottimizzare ma
basta solo trovare una soluzione ammissibile, esistono anche
altre tecniche modellistiche e risolutive (es: Constraint Logic
Programming)
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Assegnazione operatori/macchine

In un’officina esistono sei
macchine, a ciascuna delle quali
OCCOrre assegnare un operatore.
Sono stati prescelti sei operai, per
ognuno dei quali é stato effettuato
un test di produttivita su ciascuna
macchina. Le macchine lavorano in
serie, quindi la produttivita
complessiva € quella della macchina
con minor tasso di produttivita.
L'obiettivo € assegnare il personale
in mModo da massimizzare la
produttivita complessiva
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Macchine in serie

Produzione in serie

PROFITTO

catena di produzione
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Modello matematico

“... sei macchine, a ciascuna dellp\/(yf. Variabili di
OCCOrre assegnare un operatore ,\,Q ottimizzazione

O
©

“... Sono stati presce'ogv operai ..."” Vincoli
52
“... per ognur S quali & stato effettuato | pati del
un test di , oduttivita ..."” problema

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Funzione obiettivo

i

P4 P5 P6
' v

50 pezzi/ora

} |
50 pezzi/ora

Qui i pezzi sono in attesa Qui le macchine sono in attesa

Situazione di Bottleneck

massimizzare la produttivita complessiva =
massimizzare la minima produttivita

E un problema di MaxMin
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Funzione obiettivo MaxMin

Ym € MACCHINE : ) assegnayy, * prodpm > Prod

pEOPERAI

[Per ogni macchinal |la sua produttivit3
deve essere Lmaggiore della produttivitéy
complessiva della fabbrica

E del tutto simile al caso MinMax: si massimizza una variabile
(Prod) che rappresenta un lower bound della produttivita di
ciascuna macchina (e quindi & minore o uguale al minimo).
All’ottimo, tale variabile sara esattamente |la produttivita minima
(si dimostra per assurdo)

Modello matematico
max Prod
SO099. a Vme MACCHINE
> assegnayy, * prodpm > Prod
pEOPERAI
/Vm € MACCHINE : > assegna,, = }
pcOPERAT
Vp € OPERAI 3 assegny,, =1
mEMACCHINE
assegnay, € {0,1}
\ /

COME PRIMA
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Formulazione MOSEL

declarations
OPERAI = 1..6 ! Personale
MACCHINE = 1..6 ! Macchine
PRODUT: array (OPERAI,MACCHINE) of integer ! Produttivita'
assegna: array (OPERAI,MACCHINE) of mpvar ! 1 se l'operaio e' assegnato
! alla macchina, 0 altrimenti
MinProd: mpvar ! Produttivita' complessiva

end-declarations

! Produttivita' minima
forall (m in MACCHINE) sum(p in OPERAI) PRODUT (p,m) *assegna(p,m) >= MinProd

! Una macchina per operaio

forall (p in OPERAI) sum(m in MACCHINE) assegna(p,m) = 1
! Un operaio per macchina
forall (m in MACCHINE) sum(p in OPERAI) assegna(p,m) = 1

forall(p in OPERAI, m in MACCHINE) assegna(p,m) is binary

! Obiettivo: produttivita' totale
maximize (MinProd)
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Soluzione
Soluzione esatta (macchine serie):

1 e' assegnato alla macchina 6 (29)

2 e' assegnato alla macchina 3 (30)

3 e' assegnato alla macchina 5 (34)

4 e' assegnato alla macchina 2 (26)

5 e' assegnato alla macchina 1 (28)

6 e' assegnato alla macchina 4 (27)

Produttivita' totale: 26
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Esercizio

=

i dello sche- | -
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0 sempre soldg- - —
X - M
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Risolvere il problema utilizzando MOSEL

(file: calcolo enigmatico-assegnamento.mos)
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Programmazione Quadratica
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Programmazione lineare

minimizza o
massimizza

soggetto a

N

Z CjTj
=1

N

\ " H..r. < h. Nnar
j=1

N

Z a;jrj > b; per
j=1

N

\N " 4. .. — b Nnor
j=1

j 2 O perjyj=1.

NS

.

funzione
obiettivo
1 LW/
pu S_— J.V.LJ_
My+1...M>
M~ 41 ~
J.V.LZ | - J.V.L\j
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Programmazione quadratica

minimize or
maximize

soggetto a

N
N g
2. YTy

NS

=

funzione
obiettivo
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Funzione obiettivo

Si hanno dei termini quadratici:

e

N N

Hjizjoi|+ ) cjx;

o
1=1 1=1

4
=1

Solitamente, per programmazione quadratica (QP)

Si intende quella convessa, ovvero quella per cui
N N

> 3N Hjzjz; >0 per ogni [z, ... z,] 2 [0 ... 0]
j=1i=1

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Programmazione quadratica
1
min Ea:’Ha:—l—c/x
s.t. Az <b, z € R"
Insieme
~ ammissibile
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Programmazione quadratica

Anche la programmazione quadratica € molto diffusa
nelle applicazioni e vari risolutori QP sono disponibili
in molti pacchetti software per I'ottimizzazione

Xpress-MP, Cplex, Matlab, OOQP, LOQO, NAG, ...

H.D. Mittelmann and P. Spellucci, “Decision Tree for Optimization Software"”,
World Wide Web, http://plato.asu.edu/guide.html

Applicazioni:

« Economia (es: selezione di portafoglio titoli)
« Ingegneria (es: automazione di processo)

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione” 141
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Matlab Optimization Toolbox QP

quadprog
Purpose Solve the quadratic programming problem
.1
min éx?Hxlfrr such that A-x<b
X

Aeg-x = beqg

Ib<x<ub
where H, A, and Aeg are matrices, and £ b, beq, b, ub, and x are vectors.
Syntax quadprog(H,f,A,b)
quadprog(H,f,A,b,Aeq,beq)
quadprog(H,f,A,b,Aeq,beq,lb,ub)
quadprog(H,f,A,b,Aeq,beq, lb,ub,x0)
quadprog(H,fT,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0,0ptions)
,fval] quadprog( ...
,fval,exitflag] quadprog(...)
,fval,exitflag,output] quadprog(...)
,fval,exitflag,output,lambda] quadprog(...)

—— o X X X X X

X
X
X
X

Descripl‘ion X quadprog(H,f,A,b) returns a vector x that minimizes
1/2%*x"*H*x + f'*x subject to A*x <= b.

Esistono risolutori QP molto piu efficienti !
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Scelta portafoglio titoli

(Mean Variance Portfolio Selection)

Decidiamo di investire una certa
somma di denaro in titoli di
quattro tipi diversi: buoni del
tesoro, una fabbrica di calcolatori,
una software company, e una
produzione cinematografica ad alto
rischio.

Definiamo adesso |la funzione obiettivo ...

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Scelta portafoglio titoli

I vantaggi di questi investimenti non sono
indipendenti, per esempio hardware e software
sono direttamente correlati, mentre cinema e
software sono inversamente correlati (quando gli
acquirenti vanno molto al cinema comprano
meno videogiochi).

Vogliamo investire la nostra somma in maniera
tale da massimizzare il profitto atteso
minimizzando pero la varianza del profitto stesso
(e quindi il rischio).

Espressione quadratica ...

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Dati del problema di portfolio

Hardware Software Cinema BOT
Valore 38 9 12 7
atteso
Hardware 4 3 -1 3
Software 3 6 1 -1
Cinema -1 1 10 -2
BOT 3 -1 -2 3

Termini di covarianza
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Funzione obiettivo

N
Y ) VARj; *frac;  frac;

j=1i=1

fra C — quota di denaro da investire

nell’ -esimo titolo
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Modello matematico

Vincoli:

N Vogliamo avere
Z fracj * Expj > Emin almeno un certo
j=1 profitto minimo

N

frac. = 1 Vogliamo investire

I J tutta la somma
j=1
frac; > 0O Vincoli di

J = non negativita

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Modello matematico

N N
min > > VARj; = frac; * frac;
i=1i=1
N
sogg. a ‘21 frac; x Eaxp; > Epn
]:
N
AN
22
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MOSEL
uses "mmxprs", Usiamo un nuovo tipo di

declarations risolutore
RETMIN = 9
SECS = 1. .4
RET: array (SECS) of real
VAR: array (SECS,SECS) of real
frac: array (SECS) of mpvar
end-declarations
initializations from 'meanvar.dat'

RET VAR
end-initializations
Variance:= sum(i,j in SECS) VAR (i, j)*frac(j)*frac(i)
sum(i in SECS) frac(i) = 1

sum (i in SECS) frac (i) *R
minimize (Variance)

da:

e | O% dl tltOll dl tlpO 1

23.6453% di titoli di tipo 2
30.5419% di titoli di tipo 3
45.8128% di titoli di tipo 4

meanvar .mos

La varianza del portafoglio e'
end-model I1 portafoglio ottimo e' costituito

1.26601
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Ottimizzazione dinamica e
controllo a orizzonte recessivo




Problema di controllo ottimo

4

« Dato il modello dinamico | t) i
rgéyz/ggi§125)7%)
z(t+1) = f(z(t),u(t)) a——— :
y(t) = g(a:(t),u(t) — mair;]i[r))ﬂgted u(t)
0‘1‘ | T — ‘tempo

zeR" ueR™, yeRP

determinare la sequenza di variabili v manipolate che ottimizza

T
min > ly(@®) — @O + pllu@)]|
t=0

s.t. umin < u(t) < umax
Ymin < y(t) < ymax

* Pud essere riscritto come problema di ottimizzazione

* Problemi: complessita elevata se T & grande;

soluzione “open-loop”

corso di
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Filosofia Receding Horizon
« Al tempo t: Jr(_t) ) )
Si risolve un problema di /‘i/ﬁ;?ic;doutputs |
controllo ottimo su un ! i
orizzonte futuro di p ﬁmm u(t%)
passi I
) !
— minimizza f(ly — 7|, [ul) W
— soggetto ai vincoli @/@/_lj—,_“@%_l_h_,ﬂ_l_l—
Umin < U < Umax o L
Ymin < ¥ < Ymax vl 42 t+p+1
- Si applica soltanto la prima della sequenza ottima di mou*(t)
 Ottenute nuove misure, si ripete I'ottimizzazione al tempo t+1
Vantaggio dell’ottimizzazione in linea: FEEDBACK!
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Receding Horizon - Esempi
« MPC is like playing chess !

a = @ @

« MPC and investing money

US$ million
il Wl S

~

o LAl
)

B e PP PP PSP P PP
$°49 ozﬁfg 5;309 Q@Vqs@‘g ¥ Sgﬁg 5&’9 3\‘?‘” W @QS 0&‘“
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MPC nell'industria

e History: 1979 Dynamic Matrix Control (DMC) by
Shell  (Motivation: multivariable, constrained)

DMCplus’

| AspenTech’s installed base
i of model predictive control
represents over 50% of the
world’s applications.

New Generation Controller
DMCplus is the “new generation” optimization technology and thus also
multivariable control product devel- for AspenTech’s plant-wide optimiza-

e Particularly suited for problems with
* many inputs and outputs
e constraints on inputs, outputs, states
* varying objectives and limits on variables

(e.g. because of faults)
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Controllo ottimo LQ non vincolato

» Modello

lineare: x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) z € R, u eR™
y(t) = Cx(t) ye R
« Obiettivo: trova la sequenza uv*(0), u*(1), ..., v*(N —1)che minimizza
N-1 . .
J(x(0),U) = )  z'(k)Qx(k)+u (k)Ru(k)+z (N)Pz(N)
k=0

U=[(0) ) ... d(N-1)

u*(0), u*(1), ..., u*(IN — 1) & la sequenza di ingressi che
porta lo stato verso l'origine x=0 in maniera “ottima”

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Controllo ottimo LQ non vincolato

Il problema di controllo ottimo LQ pud essere riscritto come

min J(z(0),U) = %U’HU +2'(0)FU + %x’(O)Y:U(O)

L'ottimo viene ottenuto azzerando il gradiente:
VyJ(x(0),U) = HU 4 F'z(0) = 0, e quindi
[ *(0) ]

W*\'/
= U = g

u* (T — 1)
(questo metodo & conosciuto anche come “batch least
squares”)

Alternativa: trovare la soluzione ottima utilizzando le iterazioni
di Riccati (programmazione dinamica)
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MPC Lineare

T Modelo p(t+1) = Az(t) + Bu() z € R, u € RM
ineare: _
y(t) = Cxz(t) y € RP
« Vincoli: Umin < u(t) < umax
Ymin < y(t) < Ymax

« Problema di controllo ottimo (con indice di prestazione
quadratico):

N-1
3 [x’(k:)Qx(k:) + u’(k;)Ru(k;)] + 2'(N) Pz(N)

min
u(0),...,u(N-1) k=0

s.t. umin < u(k) <umax, k=0,...,N -1
Ymin L y(k) <ymax, k=1,...,N

Q=Q'>0,R=R ~0,P>0

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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MPC ,!tlineare

- Sostituzione: z(k) = A*z(0) + > AIBu(k — 1 — j)
j=0

* Problema di ottimizzazione:

V(2(0)) = 32'(0)Yz(0)+ min 3U'HU +'(0)FU| (quadratico)

s.t. GU < W + Sz(0) [(lineare)

Convex QUADRATIC PROGRAM (QP)

o U = [4/(0),...,u/(N—1) € R, s & Nm, & il vettore di ottimiz-
zazione

e H=H-0,e H, F,Y, G, W, S sono ottenuti dai pesi Q, R, P e
dalle matrici del modello A, B, C

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Algoritmo‘ MPC

Predicted
outputs V(1 +kl?)

—>

past
_—
= I

Manipulated
Inputs u(t+k)

Al tempo t:

« Misura o stima lo stato corrente x(t)
* Risolvi il problema QP min SU'HU +2/(t) FU

s.t. GU < W + Sz(t)
e sia U={u"(0),...,u*(IN-1)} la soluzione (=controllo ottimo
vincolato ad anello aperto su orizzonte finito)

« Applica soltanto «(t) =«*(0) al processo e scarta gli ingressi
ottimi futuri rimanenti

 VVai al tempo t+1
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Model Predictive Control Toolbox
« MPC Toolbox 2.0 (Bemporad, Ricker, Morari, 1998-today):
— Object-oriented implementation (MPC object)

— MPC Simulink Library

— MPC Graphical User Interface MATLABKQ Sy

The Language of Technical Computing

— RTW extension (code generation) | vesenrsosor muoss

January 24, 2008

License Mumber: unknown

— Linked to OPC Toolbox v2.0.1

"I The MathWorks™

Only linear models are handled

http://www.mathworks.com/products/mpc/

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
A. Bemporad - 17 aprile 2008

160




MPC Simulink Library

B mpc_afti16 8= ]
File Edit Wew Simulation Format Tools Help
OEEES L] 4 i Hormal MR ER: BREE )

u(y) R viD X

v y= CackDu v L
To Waksp
State-Space
E’
Outputs/References
mao (i
M MPLC

Step?

=

Wi MPE Controller Stepd

To Wokspace!

Ready 100%: odeds

Software e documentazione: http://www.mathworks.com/products/mpc/
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Mixed Logical Dynamical Systems

Discrete Hybrid Automaton

HYSDEL

(Torrisi, Bemporad, 2004)

Mixed Logical Dynamical (MLD) Systems (Bemporad, Morari 1999)
z(t+ 1) Az(t) + Bru(t)+B26(t) + B3z(t) + Bs
y(t) Cxz(t) + D1u(t)+D25(t) + D3z(t) + Ds
E6(t) + E32(t) < Eax(t) + Eiu(t) + Es

binary variables 4 € RPr x {0,117, § € {0,1}", 2 € R'"

« Computationally oriented (mixed-integer programming)
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MIQP Formulation of MPC

(Bemporad, Morari, 1999)

T-1

ming J(&,2(0))
t=0

= > ¥ ®)Qu(t) + v/ (t)Ru(t)

I z(t+1) = Aw(t) + Bw(t) + Bz5( ) + B3z(t) + Bs |
ciihin~+ +A il — (e FAY N_o~+Y I N_
DUIJJC\,L Ly ] _ . . _ y\b} L/ub\b/TL/]_u/\b/TL/zU\b} L/déz\b}TL/b
( E20(t) + E3z(t) < Eaz(t) + E1u(®) + Es
« Optimization vector:
£ = [u(0),...,u(T —1),6(0),...,6(T —1),2(0),...2(T = 1)
5 Mixed Integer
— mm g’Hg + 2(0)' F¢ + ;I; '(0 0) Quadratic
2~ Program
subJ. to GEL<W + Sz(t) (MIQP)

ue]Ri“u 56{0 1}”6 z € R | mmmp

£ ¢ R(nu—{—nz)T X {O 1}n5T

¢ has both real and {0, 1} components
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A. Bemporad - 17 aprile 2008

“Model1i e metodi di ottimizzazione”

163

MILP For

mulation of MPC

(Bemporad, Borrelli, Morari, 2000)

[R1 Ié‘

T/
JASy L

subject to MLD mo

del

- Basic trick: introduce min || ‘ min e
slack variables s.t. e>x
€> —x
(x> [Qut+kl); i=1,...,p k=1,...,T—1
et > [1Qu(t + k|t)[l oo &> —[Qult+kl)]; i=1,....p k=1,...,T—1
{6%2||Ru(t+k)||00 = €p > [Ru(t + k)]; i=1,....m k=0,...,T -1
e > —[Ru(t+k); i=1,....m k=0,...,T—-1
 Optimization vector:
¢=1[,.. ., 1,68, 1,u(0),...,u(T—1),6(0),...,6(T—1),2(0),...2(T—1)]
T—1 '
) mgin J(x(0) = > e +ep Mixed Integer
<t G&gW—l—Sa:k(TJC)) Linear Program (MILP)
¢ has both real and {0,1} components
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A Simple Example in
Supply Chain Management

manufacturer A inventory 1
= Juii(k)

u12(k)

retailer 1

x12(k), x00(k)
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System Variables

manufacturer A inventory 1

» continuous states:

z;;(k) = amount of j hold in inventory i
at time k£ (i=1,2, j=1,2)

e continuous outputs:

y,(k) = amount of j sold at time k
(i=1,2)

e continuous inputs:

u;; (k) = amount of j taken from inventory i
at time k (i=1,2, j=1,2)

* binary inputs:

Uy;(k) = 1 if manufacturer X produces and send j to inventory i
at time k
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Constraints

1anufacturer A inventory 1

* Max capacity of inventory «:

o< zjxij(k) < Ty Numerical values:
z,,=10, z,,=10

« Max transportation from inventories:

0< uy(k) < uy,

A product can only be sent to one inventory:

UA11(k) and UA21(k) cannot be =1 at the same time

UB11(k) and UB21(k) cannot be =1 at the same time UB12(k) and
UB22(k) cannot be =1 at the same time

UC12(k) and UC22(k) cannot be =1 at the same time

« A manufacturer can only produce one type of product at one time:

[UB11(k)=1 or UB21(k)=1] and [UB12(k)=1 or UB22(k)=1]
cannot be true

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”
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Dynamics

facturer A

Pj1, P1, Ppo, Pop = amount of
type 1(2) produced by A
(B,C) in one time interval

Numerical values:
Pp=4, Pp=6, Ppry=7, Fn=3

* Level of inventories:

z11(k+1) = x11(k) + P41Ua11(k) + P1Up11(k) — u11(k)
z12(k+ 1) z12(k) + PpoUpi2(k) + PooUc12(k) — uia(k)
ro1(k+ 1) x21(k) + Pa1Ua21(k) + Pp1Up21 (k) — u21(k)

4

xzo2(k+ 1) = w00(k) + PpaUpoo(k) + PooUcoo(k) — usa(k)

;

\

corso di “Modelli e metodi di ottimizzazione”

A. Bemporad - 17 aprile 2008 L




Hybrid Dynamical Model

SYSTEM supply chain{

manufacturer A inventory 1

INTERFACE (
STATE { REAL x11 [0,10];
REAL x12 [0,101;
REAL x21 [0,10];
REAL x22  [0,10]; }
INPUT { REAL ull [0,10];
REAL ul2 [0,10];
REAL u21l [0,10]' manufacturer C
REAL u22 [0,10];
BOOL UA1ll,UA21,UB11,UB12,UB21,UB22,UC12,UC22; }
OUTPUT {REAL y1,y2;}
PARAMETER { REAL PAl,PB1,PB2,PC2,xM1,xM2;}
} CONTINUOUS {x11 = x11 + zAll + zBll
IMPLEMENTATION { x12 = x12 + zB12 + zCl2
x21 = x21 + zA21 + zB21
AUX { REAL zAll, zBll, zBl2, zCl2, zA2l, %22 = x22 + zB22 + zC22
zB21, zB22, zC22;}
OUTPUT { vyl = ull + u2l;
y2 = ul2 + u22; }
DA { zAll = {IF UAll THEN PAl ELSE 0};
zB1ll = {IF UB1l THEN PBl ELSE 0}; MUST { ~(UAll & UA21);
zB12 = {IF UB12 THEN PB2 ELSE 0}; ~(UC12 & UC22) ;
zC12 = {IF UC12 THEN PC2 ELSE 0}; ~((UB11 | UB21) & (UB12 | UB22));
zA21 = {IF UA21 THEN PAl ELSE 0};
zB21 = {IF UB21 THEN PBl ELSE 0}; ~(UB11 & UB21);
zB22 = {IF UB22 THEN PB2 ELSE 0}; ~(UB12 & UB22);
zC22 = {IF UC22 THEN PC2 ELSE 0}; } x11+4x12 <= xM1;
x11+x12 >=0;
x21+x22 <= xM2;
x21+x22 >=0; }
. . b}
/demos/hybrid/supply chain.m

ull;
ul2;
uz2l;
uz22;
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Objectives

* Meet customer demand as much
as possible:

Y1 = Ty Y= T

* Minimize transportation costs

manufacturer A

manufacturer B

inventory 1

8 |

inventory 2

manufacturer C

r12(k),

o Fulfill all constraints

1
(k)
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Performance Specs

penglty on demand tracking error
///'

N-1 e
min 3= (WYly1 (k) — ra(B)] + lya(k) = ra()]) +
k=0

cost for shipping 11(k)| + |lu12(k)]) +

from inv.#1 to |~

market 2 Yuz1(K)| + Juxo(k)|) +
|
cost for shipping @Um(kn F U1 () +
from inv.#2 to
market @UBll(k)! + |Up12(k)| + [Up21 (k)| + |[Up22(k)|) +
: —
cost from A to /10 |Uc12(k)| + [Uc2o(K)])
inventories 1
cost from B to \ cost from C to
inventories inventories
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Hybrid MPC - Example

manufacturer A inventory 1
[ )

o\°

weights output2 #1,#2
output weights

s>refs.y=[1 2];
>>Q.y=diag([10 101);

o\°

o\°

infinity norms
optimization horizon
constraints

>>Q.norm=Inf;
>>N=2;
>>limits.umin=umin;
>>1limits.umax=umax;
>>limits.xmin=xmin;
>>1limits.xmax=xmax;

o\°

o\°

>>C=hybcon (S,Q,N, limits, refs) ;

>> C
Hybrid controller based on MLD model S <supply chain.hys> [Inf-norm]

4 state measurement (s)
2 output reference (s)
12 input reference(s)
0 state reference (s)
0 reference(s) on auxiliary continuous z-variables

44 optimization variable(s) (28 continuous, 16 binary)
176 mixed-integer linear inequalities
sampling time = 1, MILP solver = 'glpk'

Type "struct (C)" for more details.

>>
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Hybrid MPC - Example

>>x0=[0;0;0;0]; % Initial condition
>>r.y=[6+2*sin((0:Tstop-1)'/5) % Reference trajectories
5+3*cos ((0:Tstop-1)'/3)1;

>>[XX,UU,DD, ZZ,TT] =sim(C, S, r,x0, Tstop) ;

[ Figure No. 1 3= =] | Figure No. 2 B[=]=] |

File Edit Wew Insert Tools Window Help File Edit ‘iew Insert Tools ‘Window Help
D& A2/ 22D D& kA A/ 2L0

lterns sold, demand Who is producing ...
T T T

15 20 25 30

lterns sold from each inventary

CPU time: ~ 30ms per time step (using GLPK on this machine)
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Programmazione stocastica
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Incertezza dei dati del problema

* Finora abbiamo ipotizzato che i dati del problema
di ottimizzazione (es. A,b,c di un problema LP)
fossero noti con precisione

 Spesso pero in pratica si hanno molte situazioni in
cui tali dati non sono deterministici, ma piuttosto
stocastici, cioeé descritti da funzioni di probabilita

« Questo accade ad esempio quando i dati del
problema saranno noti soltanto nel futuro (es:
domanda di un cliente, prezzo del materiale, ecc.)
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Programmazione stocastica (2 stadi)

* Nella modellazione a 2 stadi, la sequenza delle decisioni puo
essere rappresentata come segue:

stadio @ . @

evento random

decisioni iniziale x ricorsione y

e w = variabile random

« x = variabile di decisione presa prima che I'evento w Si Sia
manifestato

* y = variabile di decisione presa dopo che |'evento w si sara
manifestato, e quindi da esso dipendente. Permette di
effettuare hedging.
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Programmazione stocastica (2 stadi)

Esempio: Significato delle variabili in problemi gerarchici di
pianificazione (hierarchical planning problems)

- Stadio 1 (variabile x): decisioni strategiche e globali, con
impatto a lungo termine.

Esempi: investimenti, capacita produttive, ecc.
In questo caso la domanda del cliente pud essere trattata
come incerta.

- Stadio 2 (variabile y): variabili operative, decisioni a breve
termine in risposta a come le variabili stocastiche w si sono
realizzate (ad esempio la domanda del cliente).

Esempi: quantitativi di produzione, schedulazione delle
macchine, ecc.
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Programmazione stocastica (2 stadi)

» Considera il seguente problema di programmazione lineare
stocastica a due-stadi con ricorsione

max Eld'z + c(w)'y(w)]

s.t. Az =1b T < R:;
B(w)r + C(w)y(w) = d(w) yER

r>0, y(w) >0

w € RP

 w = variabile random

« x = variabile di decisione presa prima che I'evento w Si Sia
manifestato

« y = variabile di decisione presa dopo che |I'evento w si sara
manifestato, e quindi da esso dipendente

Nota: max E[a'z + c(w)'y(w)] = maxd'z + E[m(a;w(w)’y(w)]
Y\w
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Programmazione stocastica (2 stadi)

« Supponiamo che il vettore w possa assumere solo un numero
finito di valori possibili (detti “scenari’) w € {w1,w2,...,ws}

* Siano {p1,p2, e ,ps} le rispettive probabilita
(se equiprobabili p,=1/5)

S
Z ma>§ c(wj)/y(wj)

« Allora, possiamo riscrivere E[maxc(w)'y(w)] =
y(w) j=1Y\¥j

e quindi il problema di ottimizzazione stocastica come

/ o T
max  a'w + 3251 pjc;y; Y1 Yo .. Ys
s.t. Ax=b

Biz +Ciy1 = da

costo

matrice dei vincoli termini noti

BSJ)"‘CSyg:dS
..,Ys >0

Z,Y1,-

La struttura particolare (e sparsa)
del problema pud essere sfruttata dai
risolutori
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Esempio

* Un municipalizzata deve gestire gli acquisti
di gas per I'anno in corso e il prossimo.

* Il gas puo essere comprato, venduto e immagazzinato

* A seconda delle condizioni climatiche, i prezzi di acquisto per
quantitativo di gas e la domanda cambiano:

Clima Probabilita p Costo gas ¢ Domanda d
Normale 1/3 5 100
Freddo 1/3 7 120
Molto freddo 1/3 9 130

« Supponiamo che nell’anno in corso ci sia un clima “normale’”,
mentre il clima dell’anno prossimo & incerto

» Quanto gas dobbiamo comprare quest’anno 7 Quanto
dobbiamo comprarne per immagazzinarlo ? Quanto dovremo

comprarne I'anno prossimo ?
http://stoprog.org/spintroduction.html
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Esempio

« E un problema di programmazione lineare stocastica a due stadi

* VVariabili:

- w = variabile random ‘clima” (3 possibili valori)

- x = variabile di decisione presa prima che |I'evento w

Si sia manifestato
x, = acquisto di gas da rivendere subito (anno 1)

xr, = acquisto di gas da immagazzinare (anno 1)

- y = variabile di decisione presa dopo che |'evento w
Si sara manifestato
y,;, = utilizzo di gas immagazzinato (anno 2)
Y,; = acquisto di ulteriore gas da rivendere subito (anno 2)
j=1,2,3
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Esempio

* Funzione costo:

min5z; + (5 + 1)zo [c(w)y2(w)
min 5z + (5 4+ 1)z

* Vincoli:

- Soddisfacimento domanda: 1 > 100
yi1j ty2; >dj, 5 =1,2,3

- Disponibilita di gas immagazzinato:
’ylj Sxp, J= 1,2,3

- Il gas si pud solo comprare r1,22,Y15,Y2; =20, j=1,2,3
o0 prelevare dallo stoccaggio:
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Esempio

« Risultato: costo = 1236.67, z;=100, z,=100
v,,=—100, y,,=0, vy,,=100, y,,=20, y,3;=100, y,;=30

* Calcoliamo il costo per ogni realizzazione di scenario:

Clima Azione stage 2 Costo totale
Normale nessun acquisto aggiuntivo 1100
Freddo compra 30 unita al costo di 6 per unita 1240
Molto freddo | compra 36.67 unita al costo di 7.5 per unita 1370

« Conferma che il costo medio & (110041240+4+1370)/3=1236.67
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» Soluzione euristica: rimpiazzare i coefficienti con i rispettivi
valori attesi:
min 5x1 4+ (5 + 1)zo + Elc(w)]y2 min 5x1 + (5 + 1)zo + 7yo
s.t. x1 > 100 > s.t. x1 > 100
y1 + y2 > Eld(w)] y1 +yo > 116.67
* Risultato: z,=100, z,=116.67, y,=116.67, y,=0.
La soluzione perd non € ammissibile nel caso ‘“freddo” e
“molto freddo” . In ogni caso conviene ricalcolare y, dopo che
I'evento stocastico si e palesato
Clima Azione stage 2 Costo totale
Normale nessuna (eccesso di 16.67 in magazzino) 1200
Freddo compra 3.33 unita al costo di 7 per unita 1223.33
Molto freddo | compra 13.33 unita al costo di 9 per unita 1320
e II costo medio e 1247.78
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Esempio

» Soluzione euristica: ottimizzare ogni scenario, poi prendere come
variabili decisionali la media degli ottimizzatori:

z*(43),y*(j) = arg min 5z1 + (54 1)xzo + c(j)y2
s.t. 1 > 100 . j=1,2,3

y1 +y2 > d(j)

* Risultato: z,=100, x,=83.33, y;,=83.33, y,=33.33.
La soluzione perd non &€ ammissibile nel caso “molto freddo” .
In ogni caso conviene ricalcolare y, dopo che I'evento stocastico
Si é palesato

Clima Azione stage 2 Costo totale
Normale compra 16.67 unita al costo di 5 per unita 1083.33
Freddo compra 36.67 unita a 7 per unita 1256.67
Molto freddo | compra 46.67 unita a 9 per unita 1420

e Il costo medio € 1253.33
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Programmazione stocastica (multi-stadio)

* Nella modellazione multi-stadio con ricorsione, la sequenza
delle decisioni pud essere rappresentata come segue:

stadio @—.@ .................. ,@_.C@

evento random Wy W3 W
decisioni T4 z, T3 Ty Ty
e In questo caso si suppone W31:P31 @
che i possibili valori assumibili —

P
da w siano organizzati secondo 21 > w32,p32

un “albero’ AN
. . . . @4%(:: )\’..21’33
* Gli scenari sono dati da tutti @
i percorsi possibili sull'albero, Wz Po3 @ p
ad esempio [ws,,, wss] CON w‘

probabilita p=p,,p;s.
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Programmazione stocastica (multi-stadio)

 Ad ogni nodo dell’albero viene assegnata una variabile di
decisione z;; che rappresenta la decisione che sarebbe presa
se ci venissimo a trovare nel nodo (7,5) dell'albero degli scenari

)™ —
* x,, rappresenta la decisione /'
presa prima che I'evento /'@
random si inizi a @4’@\>
manifestare ™~ @
@ —@

« Con questo costrutto viene imposto un vincolo di causalita
(o non-anticipativita) delle decisioni: la scelta x,; presa allo
stadio 7z, non conoscendo ancora quale sara la realizzazione
futura dell’evento random, € indipendendente da quale
percorso verra seguito negli stadi successivi i+1,...,N.
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Linguaggi di modellistica per
programmazione stocastica

s MOSEL -+ Xpress-SP, commerciale

« SMI (Stochastic Modeling Interface), open-source

* La maggior parte dei linguaggi di modellistica menzionati in
precedenza (AMPL, GAMS, ecc.) supporta estensioni per la
rappresentazione di problemi di ottimizzazione stocastica

« SMPS (Stochastic Mathematical Programming System), & una
versione di MPS per rappresentare problemi di ottimizzazione
stocastica

Bibliografia:

[1] J.R. Birge and F. Louveaux, “Introduction to Stochastic
Programming’ , Springer Verlag, 1997
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Fine
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