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Richiami di fondamenti di automatica e 
concetti fondamentali di controllo digitale

1



/72© 2009 by A. Bemporad Controllo di Processo e Sist. Prod. ‐ A. Bemporad ‐ A.a. 2008/09

Sistemi lineari tempo continuo
Rappresentazione spazio di stato

Caso SISO (singolo ingresso singola uscita)
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Sistemi lineari tempo continuo
Equazioni differenziali di ordine n con ingresso

equivale al sistema lineare di ordine n
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Sistemi lineari tempo continuo

Nel caso di eq. differenziali di ordine n:
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Sistemi lineari tempo discreto

Rappresentazione spazio di stato
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Sistemi lineari tempo discreto
Soluzione:

se la matrice A è diagonalizzabile:

Risposta modale: simile al caso tempo continuo

Rappresentazioni di stato algebr. equivalenti: simile al caso t.continuo
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Sistemi lineari tempo discreto
Equazioni alle differenze di ordine n con ingresso

equivale al sistema lineare di ordine n
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Sistemi lineari tempo discreto
Funzione di trasferimento

Nel caso di eq. differenziali di ordine n:

Poli e zeri: simile al caso tempo continuo
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Analisi nel discreto ‐ Campionamento esatto

1

y(t), y(k) u(t), u(k)‐ ‐
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Campionamento esatto
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Campionamento esatto

In Matlab: sys=ss(A,B,C,D);
sysd=c2d(sys,T);

[Ab,Bb,Cb,Db]=ssdata(sysd);
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Stabilità dei sistemi lineari
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Linearizzazione
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Raggiungibilità: motivazione

A,B C
u(k) x(k) y(k)

K

v(k)

Controllo con 
retroazione 
dello stato
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Raggiungibilità

Soluzione:

Definizione
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Raggiungibilità
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Raggiungibilità

TEOREMA
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Controllabilità

Definizione

18



/72© 2009 by A. Bemporad Controllo di Processo e Sist. Prod. ‐ A. Bemporad ‐ A.a. 2008/09

Controllabilità
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Posizionamento dei poli mediante 
retroazione dello stato
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Controllo con retroazione dello stato

A,B C
u(k) x(k) y(k)

K

v(k)

Soluzione con retroazione dello stato

Problema: progettare un dispositivo che, connesso al sistema da controllare, 
renda asintoticamente stabile il sistema complessivo risultante.

Se sono disponibili le misure di tutto lo stato del sistema, possiamo 
generare l’ingresso di controllo moltiplicando le misure dello stato 
per un guadagno statico K=[k1 k2 ... kn]:
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Controllo con retroazione dello stato

A,B C
u(k) x(k) y(k)

K

v(k)

TEOREMA
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Assegnazione degli autovalori

In MATLAB: K=-acker(A,B,P);  K=-
place(A,B,P);

Formula di Ackermann:

dove P=[λ1 λ2 ... λn] sono i poli desiderati ad anello chiuso
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Pole‐placement: esempio

In MATLAB:

» A=[ 0 -1/4 ; -3 1 ];

» B=[ 1 ; -1/2 ];

» K=-place(A,B,[ 1/2 1/4 ])

K =

    -0.0909  0.3182

o = autovalori ad anello aperto
x = autovalori ad anello chiuso
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Osservabilità e
stima dello stato
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Motivazione

A,B C
u(k) x(k) y(k)

?
x(k)ˆ
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Osservabilità
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Osservabilità
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Osservabilità
TEOREMA
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Osservatore
(stimatore asintotico

dello stato)
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Stimatore asintotico dello stato

A,B C
u(k) x(k) y(k)

Soluzione #1:

A,B
x(k)ˆ
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Stimatore asintotico dello stato

A,B C
u(k) x(k) y(k)

A,B
x(k)ˆ
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Stimatore asintotico dello stato

A,B C
u(k) x(k) y(k)

A,B
x(k)ˆ

33



/72© 2009 by A. Bemporad Controllo di Processo e Sist. Prod. ‐ A. Bemporad ‐ A.a. 2008/09

Stimatore asintotico dello stato
Soluzione #2:

A,B C
u(k) x(k) y(k)

A,[B L]
x(k)ˆ

+

C
y(k)ˆ ‐
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Stimatore asintotico dello stato

TEOREMA

A,B C
u(k) x(k) y(k)

A,[B L]
x(k)ˆ

+

C
y(k)ˆ ‐
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Stimatore asintotico dello stato
Esempio MATLAB:

» sys=tf([1 0],[1 2 1]);

» sysd=c2d(sys,.1);

» [A,B,C,D]=ssdata(ss(sysd));

» L=place(A',C',[.5 .7])’;

» eig(A-L*C)

ans =

    0.7000
    0.5000
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Stimatore asintotico dello stato
Segue esempio MATLAB:

x=[-1;1];
xhat=[0;0];

XX=x;
XXhat=xhat;
T=40;

UU=.1*ones(1,T);

for k=0:T-1,
   u=UU(k+1);
   y=C*x+D*u;
   yhat=C*xhat+D*u;
   
   x=A*x+B*u;
   xhat=A*xhat+B*u+L*(y-yhat);
   
   XX=[XX,x];
   XXhat=[XXhat,xhat];
end

subplot(211)
plot(0:T,[XX(1,:);XXhat(1,:)]);
grid
title('x_1')
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40

x1(k)ˆ

x1(k)
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Compensatore dinamico
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Ipotesi: sistema compl. raggiungibile
e compl. osservabile

Compensatore dinamico

N.B.: non dipende 
da u(k), e quindi da K !

y
(A,B,C)

uv

K

+
+

Stimatore
x̂
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Sistema complessivo ad anello chiuso
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Sistema complessivo ad anello chiuso

LA FUNZIONE DI TRASFERIMENTO AD ANELLO CHIUSO
È RIMASTA IDENTICA AL CASO STATE‐FEEDBACK  !!!
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Principio di separazione
PRINCIPIO DI SEPARAZIONE:
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Scelta dello stimatore

La scelta di L influisce durante il transitorio !
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Scelta dello stimatore

44



/72© 2009 by A. Bemporad Controllo di Processo e Sist. Prod. ‐ A. Bemporad ‐ A.a. 2008/09

Compensatore Dinamico
Compensatore
dinamico

y
(A,B,C)

u

v
K+ + Stimatore

x̂
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Esempio MATLAB

K=1;
beta=.3;
alpha=1;

G=tf(K,[1 beta alpha 0]);

ts=0.5;

Gd=c2d(G,ts);
sysd=ss(Gd);
[A,B,C,D]=ssdata(sysd);

% Controllore
policontinuo=[-1, -0.5+0.6*j, -0.5-0.6*j];
polidiscreto=exp(ts*policontinuo);
K=-place(A,B,polidiscreto);

% Osservatore
policontinuo=[-10, -9, -8];
polidiscreto=exp(ts*policontinuo);
L=place(A',C',polidiscreto)';

%u=K*xhat+v
bigA=[A,B*K;L*C,A+B*K-L*C];
bigB=[B;B];
bigC=[C,zeros(1,3)];
bigD=0;

T=20;

clsys=ss(bigA,bigB,bigC,bigD,ts);
x0=[1 1 1]'; 
xhat0=[0 0 0]'; 
initial(clsys, [x0;xhat0],T);
pause

t=(0:ts:T)';
v=ones(size(t));
lsim(clsys,v);
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Time (sec.)
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Risposta da condizione iniziale

(v(k)´0)

Risposta al gradino

(v(k)´1)
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Esempio MATLAB
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Controllore PID digitale
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PID ‐ Parametri di base

49



/72© 2009 by A. Bemporad Controllo di Processo e Sist. Prod. ‐ A. Bemporad ‐ A.a. 2008/09

Azione PID

Struttura di base del PID

K p+

r
PROC E S S O

‐

+

PID

Azione P

Azione PI

Azione PD

yu
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PID industriale
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PID digitale
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PID digitale
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Controllo Ottimo 
Lineare Quadratico (LQR)
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Problema LQR: Introduzione
• Problema della scelta dei poli ad anello chiuso: dove posizionarli ?

• Obiettivi:

• Rendere lo stato x(k) “piccolo” (per regolarlo verso l’origine)
• Utilizzare un ingresso u(k) “piccolo” (per economizzare l’uso 
  degli attuatori)

   In generale sono obiettivi contrastanti !

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

‐1

‐0.5

0

0.5

1

state x(t)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

‐10

‐8

‐6

‐4

‐2

0

2

input u(t)

• LQR: Tecnica che permette di piazzare i poli ad a.c. in maniera “ottima” 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Controllo Ottimo LQ
• Controllo ottimo (su orizzonte temporale finito T):

56



/72© 2009 by A. Bemporad Controllo di Processo e Sist. Prod. ‐ A. Bemporad ‐ A.a. 2008/09

Controllo Ottimo LQ
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Controllo Ottimo LQ
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Controllo 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Principio di Bellman

Richard Bellman
    (1920 ‐ 1984)
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Iterazioni 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Jacopo Francesco 
Riccati (1676 ‐ 1754)
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