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Digitalizzazione di un controllore analogico
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Digitalizzazione di un controllore analogico

Alternativa:

r(k) e(k u(t
uscita o ingr(es)so= G(S) %’

desiderata di errore

impianto +
attuatori 4 sensori

controllore digitale

Problema: Supponiamo di aver progettato un controllore analogico C(s)
con metodi di sintesi nel dominio s per avere certe
prestazioni ad anello chiuso. Come dobbiamo sintetizzare
C(z) in maniera che le prestazioni ad anello chiuso
continuino a rimanere (il pit possibile) le medesime ?
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Discretizzazione

e Consideriamo il controllore analogico

N(s)e(t) _ bp_1s" 14+ ...+ bg

D(s) s+ a, 1571 4 .. -|—a06(t)

u(t) = C(s)e(t) =

e Esso non rappresenta altro che una equazione differenziale che lega u(t) a e(t):
dn—l
din—1

dn—l
din—1

d’)’b
dtn

e Per discretizzazione del controllore u(t) = C(s)e(t) si intende una sua approssi-
mazione numerica (con integrazione a passo costante)
u(k) = C(2)e(k)

che leghi i campioni di ingresso %(k) £ w(kT) ai campioni e(k) = e(kT") dell’errore

e Nota: esistono molti modi per integrare un’equazione differenziale per via nu-
merica (a passo costante, a passo variabile, approssimazioni di vario ordine, ...)

[vedi metodi di integrazione di Simulink]

Controllo Digitale - A. Bemporad - A.a. 2007/08




Integrazione numerica (Simulink)

B untitled * =B

Eile Edit Wew Simulation Format Tools Help . o]
24 Simulation Parameters: untitled 3

O 2EE =3 b Mormal

Salver

Workspacel.-’0| Diagnostics| Advanced| Real-Time Workshop|

Simulation time

- 1 . Start time: | 0.0 Stop time: | 10.0
51

&

T " Solver options
ranster Fcn

Type: |FiHed-step j |discrete [no continuous states) j

dizcrete [no continuous states)
Fived step size: | auta oded [Dormand-Prince)
F100% odedS T EEREr oded [Runge-F.utta)

ode3 [Bogacki-Shampine)
ode? [Heun]

odel [Euler]

[ Simulation Parameters: untitled E] |

Output options

Solver Workspacela’D| Diagnostics| Advanced| Heal-TimeWorksh0p| J ,7
Simulation time
Start tirne; | 0.0 Stop time; | 10.0 Ok | Cancel| Help | Apply |

Solver options

Tupe: |Variable-step ﬂ |ode45 [Dormand-Frince] ﬂ
discrete [no continuous states)

Maw step size: | auto oded5 [Dormand-Prince)

ode23 [Bogacki-5hampine]

Min step size: autao ode113 [Adams)

ode5s [ztiff/NDF)

Initial step size: | auto ode23s [tiff M od. Rosenbrock)
MBS EHS odes 3t [mod. stift/Trapezoidal]
a . ode23th [stifl/ TR-BEDF2]
utput options
Fiefine output j Refine factor: | 1
0K | Cancel | Help | Apply |
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Discretizzazione: Esempio

e Considera il compensatore

u(®) = - Jlr o) = ;tu(t) F 2ut) = e(t)

il rapporto incrementale:

@iy o W+ D) —u(T) _ 1

e T = H(ulk+1) —u(k))

e Ricordando che z rappresenta I'operatore di anticipo unitario (zu(k) = u(k+1)),
ottengo:

(k) = ﬁg(k) 2 G(2)a(k)

T

e Formalmente, & come se avessi ottenuto C(z) sostituendo s = (z}l) in C(s)
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Metodi di discretizzazione

e Consideriamo una realizzazione in spazio di stato di C(s)

{ % = Acxc+ Bee

u = chc + Dce

C(S) == Cc(SI — Ac)_ch + DC

e Integrando nell'intervallo [kT, (k4 1)T] (e applicando il teorema fondamentale del
calcolo integrale):

k+1)T k+1)T
oG+ D) mhr) = [ Dy = [ () 4 Beerlar
da cui
k+1)T k+1)T
2e((k + DT) — 2e(kT) = Ae [( ) ze(T)dr + Be [( ) e(r)dr
JK1 JK1

e Purtroppo in generale sia z(7) che e(r) non sono costanti tra un tempo di cam-

campionamento cosiddetto “esatto”, nel caso di discretizzazione di controllori,

S
pertanto un metodo approssimato.

(04
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Metodi di discretizzazione

 Possiamo approssimare l'integrale in diversi modi:

Metodo di Eulero in Metodo di Eulero Metodo dei trapezi
avanti all'indietro (o di Tustin)
e(7) e(T) e(T)

kT (k+1)T kT (k)T

(k+1)T (k+1)T (k+1)T o .
/ e(r)dr ~ Te(kT) / e(r)dr = Te((k + 1)T) / e(r)dr ~ Ll 1)2T) + e(kT)]
kT kT kT
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Metodi di discretizzazione

» Metodo di Eulero in avanti:

e(T)4 (k)

(z—Vz. = AJz.+ B./Te
[(z;l)I—A4xc-_ Bee
0 - e e
T

» Metodo di Eulero all'indietro:

(z—1)z., = zATxz.+zB./Te

z—1
I_Ac c - Bc
()7 = o

Clz) = U(Z>—CCKZ1>I—AC}IBC+DC—C<3) L1

E(z) 2T o —
T
* Metodo dei trapezi: eVt =
el ht1)
2(z—1) -t
cor - e [(ZEDY ] mncw| g .
(2) T(z+1) () g 21 rar "

T(z+1)

Nota: in ogni metodo, il guadagno in continua & preservato, poiché per z=1 si
ha s=0
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Metodi di discretizzazione

° le, quindi, i r

C(s) nel seguente modo:

— Metodo di Eulero in avanti:

z—1
S = pu
A
— Metodo di Eulero all'indietro:
z—1
s =
2T
— Metodo dei trapezi (o di Tustin):
2(z—1) ) .
s = —— | (trasformazione bilineare)
T(z+1)

e Confronta con il metodo di discretizzazione “esatta”: A, = eT4¢, B, = [T etAcdtB,
Cc = Cg, Dc = D¢
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Mappatura dei poli

e Qual’'g il legame fra i poli s =s; di C(s) e i poli z; di C(z) ?

— Differenze in avanti:

2 — 1
= 3. = z=14+Ts;
T 7 7 + T
— Differenze all'indietro:
Zi — ]_ 1
= 35 = z; =
TZZ' 1 — SZ'T

— Regola di Tustin (o dei trapezi):

2(zi— 1) — . o 1—|—SiT/2
T(z+1) Y1 — T2

— Metodo esatto: z; = eSiT
e Nota: i primi tre metodi (approssimati) approssimano la funzione z = 5T con
funzioni razionali
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Mappatura dei poli

Piano s Piano z Poli stabili in s
pPOSSONO essere

/ mm mappati in poli
\\W R instabili in z. Questo

Differenze in avanti > R ,
-—14+s7 PUO essere pericoloso
nell'implementazione
(ad esempio in
presenza di
saturazione
dell'ingresso)

Piano s Piano z

4

Differenze all'indietro @——— @ >

Piano s Piano z

Regola di Tustin I s @ s Poli stabili in s

‘ rimangono stabili

anche in z
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Risposta in frequenza (tempo discreto)

e (k) o) u(k)
E(z) U(2)

e Ricorda: |la funzione di trasferimento di un sistema lineare tempo discreto
C(2) @il rapporto fra la trasf. zeta U(z) dell’ uscita u(k) del sistema e la
trasf. zeta E(z) dell’ ingresso e(k) per condizione iniziale nulla z-(0) = 0.

e Definizione: La risposta in frequenza di un sistema C(z) & la fun-

) . ) . P T s - .

campionamento)

e Teorema: Consideriamo un ingresso sinusoidale e(k) = Esin(kwT), w €
[0, 7]. Se C(z) e asintoticamente stabile (poli in modulo < 1), allora in
condizioni di regime permanente (o asintoticamente per k — co )

u(k) — urp(k) 2 E|C(2“T)|sin(wkT + £C(7“T))

sistema ad eccitazioni sinusoidali a diverse frequenze.
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Risposta in frequenza: esempio

e(k) = E sin(kwT) 15—z |uk)

C(z) = z(z —0.8) r=01s

Calcoliamo la risposta in condizioni di regime permanente
per ingresso e(k) = 10singk  (WT =§ = w = gr = 5.23 rad/s)

e Il sistema & asintoticamente stabile, avendo C(z) poli in modulo minore di 1
C(z)=———, p1=0, =pp=0.38

e Possiamo quindi definire la risposta di regime permanente:

urp(k) = 10|C*(ef%)|sin(gk+4(7(@3'%))

Q

10 - 1.6009 sin(%k —0.6678 — 1.9631)

= 16.009 Sin(gk — 2.6309)
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Risposta in frequenza: esempio

e(k) | _ 15—, |u(k) . . 107
— C(2) = 72@ ~08) — e(k) =10 sm(?kT)

10
urp(k) = 16.009 sin(%kT — 2.6309)

4.08734p ~ 1.6009, 150.74 deg ~ 2.6309 rad

8 Diagia\mma di Bode ' 20 — - u(kT) - -
7 : o ] Il r
5 \ rl r [
g ©° 3 Lot L
N s B I I T ]
g _ i IS A L |
£g* 15 Eys A L] i
<2, . P
o 0 051 15 2 25 3 35 4 45 5
360 ] I 20 e(kT)
70 i 15
g 0 il ™ My
2 180 , ol [ ] [ ] |
3 | -1 O B
£ 90 E ; T / 1] 1]
0 Al N 2
10 2 107" 100 T ~523 57 102 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Pulsazione (rad/sec)
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Distorsione (warping) in freq. della bilineare
e Esaminiamo la risposta in frequenza della C(s)|,—,, originale e della
C(2)|__ .1 trasformata secondo la regola di Tustin per w € (=%, )
\* /| z=eJwd 9 ~ S\ 7T

wT wT
= C /j tan (L)) #= C(jw)
\ \2 /)
= 1 vricn Aot~ n Frn ANn—Z~A MHAanA o~ nA AictArda caranA la +vracfArrma—> PN
9 L HopuLaLa Il 1iTyuciiZa VICIHIT Yuliliul UisLulr ta STLulildl 1a tirasivlliiiaciu-

Come preservare la risposta in frequenza, almeno ad una certa fre-
quenza prefissata w* ?

Nota: per w — % si ha che %tan (%) — 00, cioe il comportamento ad
alta frequenza (nel continuo) viene compresso verso 7 (nel discreto)
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Prewarping

Predistorsione in frequenza al fine di imporre |la coincidenza in modulo e fase

C(ejw*T\ = (3™
\ J \J J
a2 una data frequenza w*
E sufficiente porre
*
w*2z-1
wpwT'z +

. * 2 e
O Ty =0 —2 ___jiZtan (“’—> = C(jw®)
2 tan

Nota: Il metodo esatto preserva invece la risposta al gradino (e in generale ogni

risposta in cui I'ingresso € costante durante ciascun intervallo di campionamento)
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Prewarping
Frequenza ( Pre-distorsione )
distorta trasformazione bilineare (Prewarping)

<+ e
senza compressione
rewarping oo 2 (T
° e 2 ]
i
1
Q) | @
- w* J
sistema continuo di partenza il prewarping trasformazione bilineare
allarga la banda compressione
Frequenza

Frequenza
da conservare

conservata

con
prewarping

@
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Esempio: con/senza prewarping

Crruntin(z™1) = 0.3194 + 0.63892~1 4 0.31942~2
Tustin T 10396821 + 0.67462-2

~0.3578 +0.715521 + 0.35782 2
 1-0.23852"1 4+ 0.66952—2

w
52 + 2€wps + wi

C(s) =

0.3 épw(z_l)
0.75

—N
&

S In
I

coincidenza

— . 0 delle fasi
bilineare puro bilineare ‘\\

con prewarping el
[
Y 50 \ | | continuo

coincidenza
della ampiezze

~

con prewarping
/ / 100 bilineare puro !

4\
5 / \ | coninc NS e
J \Cj

Ampiezza

*l/\

0'—‘—""""'_/ K
-150 \\\
95 0 1
° w*=0.5rad/s 10 w*=0.5rad/s 1
Frequenza (rad/s) Frequenza (rad/s)
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Metodo approssimato: matching poli-zeri

e Un altro metodo ¢ il cosiddetto matching poli/zeri, in cui I'equi-
valente discreto C(z) si ottiene da C(s) = N(s)/D(s) nel seguente
modo:

1. Si fattorizzano N(s) = KyMNi_ (s — ;) € D(s) = M'_;(s — s;)

2. Si pone N(z) =N,(z — el D(2) = M, (z — esil?)

w

m
=
o

4. Si aggiusta il guadagno in continua in modo che C' (1) = C(0)
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Esempio di matching poli/zeri

Funzione di trasferimento continua:

Cs) = —
s+ a
e Il polo in s = —a viene mappato in z =¢e¢ %I, Non ci sono zeri al finito. C'e solo

uno zero all'infinito, quindi non si ha nessun termine (z 4+ 1) al numeratore

CR)=K———

z — e~ al

Si aggiusta il guadagno in continua valutando:

- 1—eoT
C(1)=C(0) = K=
M\ e e
a
e Si ottiene quindi:
1 — e ol
C(z) = pop—r
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Discretizzazione: comando Matlab C2D

C2D Conversion of continuous-time models to discrete time.

SYSD

C2D (SYSC,TS,METHOD) converts the continuous-time LTI

model SYSC to a discrete-time model SYSD with sample time TS.

The string METHOD selects the discretization method among the

following:

'zoh' Zero-order hold on the inputs.

'foh' Linear interpolation of inputs (triangle appx.)

'tustin' Bilinear (Tustin) approximation.

'prewarp' Tustin approximation with frequency prewarping.
The critical frequency Wc is specified as fourth
input by C2D(SYSC, TS, 'prewarp', Wc) .

'matched’ Matched pole-zero method (for SISO systems only).

The default is 'zoh' when METHOD is omitted.
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Trasferimento delle specifiche di progetto

* Nel progetto di controllori analogici C(s) spesso Si
trasformano specifiche nel tempo (tempo di salita,
sovraelongazione massima,ecc.) e in frequenza (banda
passante, margine di fase, ecc.) in specifiche sui poli ad
anello chiuso.

« Come tradurre le specifiche sulla posizione dei poli ad
anello chiuso utilizzate per il progetto di controllori
analogici C(s) in specifiche sulla posizione dei poli ad anello
chiuso per il sistema digitalizzato 7

« Questa informazione puo essere utile ad esempio quando

assegniamo i poli ad anello chiuso mediante retroazione
dello stato
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Trasferimento delle specifiche di progetto

Massima pulsazione

Piano s Piano z
§= 51 juwy il Regione
- desiderata
eeeeeeeee ,
// e 7=
—Jjwi o =0 _
ﬁ E=&

Regione
desiderata \\f

Minimo modulo Minimo smorzamento
.

/ Parte reale dei poli inferiore a o,
Specifiche nel continuo \Parte immaginaria inferiore a 4jm.,
Smorzamento superiore a &,
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Corrispondenza tra piano s e piano z

. sT
Z — €
PIANO s S PIANO z z
I poli reali Porzione positiva
negativi dell’asse reale _ _—oT
—_— — Z =€
S = 2 compresatraOel
Poli reali Porzione positiva T
positivi S— 0 dell’asse maggiore z = e
di 1
I poli immaginari :|: . Circonferenza di |z| =1,/z=wT
coniugati con S —= w raggio 1 0<wl <
Wl < /T J =i
Poli complessi T Porzione negativa
con|w| = |7/T| s — o + ]_ dell’asse reale P _eaT
T compresatraOe 1l

Poli complessi a $2 4 2wns + w2 =0 Spirale \z| — e~ SwnT
smorzamento e logaritmica

= —Cwn £ jwny/1 — (2 = —(2
costante ) S ¢ 4z =wnTy/1=¢

Controllo Digitale - A. Bemporad - A.a. 2007/08

Posizione dei poli e

risposta nel tempo

as. stabile (un solo polo ma
sulla parte reale negativa
provoca un andamento
oscillatorio)

as. stabile

.

N

meﬂﬂ, instabile

——

' marginalmente
stabile

as. stabile

(poli complessi coniugati)
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