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SOLUZIONI DEL COMPITINO DI CONTROLLO DIGITALE

Esercizio 1

1. La dinamica del flusso di visitatori ¢ descritta dalle equazioni alle differenze

zi(k+1) = (1—a)zi(k)+bxa(k)+d(k) — u(k)
xo(k+1) (1 =0b—c)za(k) + az1(k) + u(k)
y(k) dzi (k) + cxa(k)

dove a =0.4,b=0.2, c=0.3, d =0.1. Posto z =[], il modello in forma di spazio di stato del

sistema ¢ il seguente:

w(k1) = |00 1_2_c]x(k)+[El]u(k)Jr[O}d(k)

ytk) = [d c]a(k)

2. Progettiamo un regolatore con azione integrale. A tal scopo, si estende il modello sopra riportato
con la sommatoria g dell’uscita y,

q(k+1) = q(k) +y(k)

ottenendo, per i valori assegnati dei parametri il modello esteso e ignorando il disturbo,

3 Loy ~1
ze(k) = 2 g 0 |ze(k)+ | 1 | u(k)
13 0
o Jo
yk) = [ 15 35 0]zet)
dove z, = [g]. Il sistema esteso risulta completamente raggiungibile, essendo il determinante
della matrice di raggiungibilita del sistema esteso
-1 _% _%_§ 9
_ 1 _
detRe—det g.) ? —llgm ——m#o
5 100

Si puo pertanto progettare un regolatore K = [ky ko k3] per il sistema esteso in maniera tale che
il polinomio caratteristico del sistema ad anello chiuso

A=3+k  —i+k ks

Pac(A) = det —g—lkl )\—%3—1(.:2 —ks
10 “10 Al
21 33 17 1 7 23 11
= N (ky—ko— )N (= — —ky +2ky — —k)A+ —ky — ko + —kg — —
(= ke = 75)A°+ (G5 = qgkn + 2ke = pha)A+ g5k — ko 4 I50ks — 25



eguagli il polinomio desiderato (A — 0.7)3 = \3 — %x\2 + %/\ - %. Imponendo il principio di
identita dei polinomi, si ottiene il sistema lineare
e
83— ki +2ky — tky = %ﬁ
7 23 11 _ 343
w0k — k2t oks — 55 = — 1000
da cui si ricavano k1 = ko = %, ks = %. Il regolatore risulta essere pertanto
{ ab+1) = q(k) +y(k) - gor(k)
u(k) = fH@i(k) +22(k)) + 15a(k)

dove il fattore moltiplicativo % ¢ stato introdotto per tenere conto della conversione della variabile di
riferimento 7 in numero di persone al minuto.

Esercizio 2

2 -1 0
La matrice di osservabilita del sistema © = | —3 1 —1 | & singolare. L’insieme degli stati
7T -2 3
indistinguibili dall’origine ¢ dato dal nucleo di © ker(©) = {z € R? | ©x = 0}.
Essendo rank(©) = 2, la dimensione del ker(®©) = 1. La soluzione del sistema lineare omogeneo
x1
© | 22 | =0 ¢ data da
T3

2r1 = x9
—Tr1 = 3.

L’insieme degli stati indistinguibili dall’origine & quindi ker(©) = L(| 2 |[)%.

-1
Il sistema non e dunque completamente osservabile. Per determinarne la ricostruibilita o la rivelabilita
€ necessario portare il sistema in forma canonica di osservabilita. Una possibile matrice di cambiamento

1 0 1
dibaseeT=|0 1 2
0 0 —1
Le matrici A e C risultanti sono

. -4 1 | 0

A = T7'AT =| -5 1 | 0

8 =5 |0

= CT= [2 -1 | 0].

Il sistema e ricostruibile in quanto ’autovalore della sua parte non osservabile ¢ nullo. E quindi
possibile costruire uno stimatore asintotico dello stato piazzando i poli ad anello chiuso in 0.

Si puo pertanto progettare uno stimatore L, = [l1 l2]" per la parte osservabile dello stato in maniera
tale che il polinomio caratteristico del sistema ad anello chiuso

- Abd+2 —1-14
Pac(A) = det([ 5+ 2, A—1—12D

= N4+ (B42 —)A+1-21,+3

Lo spazio lineare generato dal vettore [1 2 — 1]’



eguagli il polinomio desiderato A2. Imponendo il principio di identita dei polinomi, si ottiene il sistema
lineare

3+2l1 -1, = 0
—2l0+3l1+1 = 0

da cul si ricavano Iy = =5, Iy = —7. Ponendo ad esempio L= [-5 — 7 0], si ottiene per il sistema
originale lo stimatore L = TL = [-5 — 7 0]'.

Esercizio 3

1 2 2
Il sistema non & completamente raggiungibile in quanto rank(R) =rank(| 1 0 2 |) = 2. Nel primo
0 0 0
1
caso lo stato finale z3 = | 1 | € Im(R), quindi ¢ possibile trovare una sequenza di ingressi a minima
0
energia che porti il sistema dallo stato iniziale in x3.
u(2)
Dal sistema x3 = R | u(1) | si ottiene che
u(0)
ug +2u; +2uy = 1
ug +2uyg = 1.

e quindi che

Uy = 0
Ug = 1—2u0.

La sequenza di ingressi a minima energia del sistema ¢ data dalla soluzione del problema di minimo
(non vincolato)
. 2 2 2
min Uy + U] + Uy -
) H ) L2 U o)
Andando a sostituire i valori degli ingressi ottenuti precedentemente e cercando il punto di minimo
del polinomio cosi ottenuto si ha che

_ 2
uyg = 5
uy = 0
1
Ug = 5

Nel secondo caso, lo stato finale 23 ¢ I'm(R) quindi non & possibile trovare alcuna sequenza di ingressi
0

che porti il sistema dallo stato iniziale zg ad z3 = | 0
1
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